
FĀµfÜpì AĀø¾³¿ä��caì
Tp¾ä�a Aµa«�ø�ca j¾ì Nā³pä¾ì

Bem-vindos a esta apresentação sobre funções automórficas, um fascinante 
campo da teoria analítica dos números. Ao longo desta jornada, exploraremos 
os fundamentos matemáticos, o contexto histórico e as aplicações modernas 
destas funções extraordinárias que formam pontes entre diversas áreas da 
matemática e da física teórica.

Esta apresentação visa proporcionar tanto uma introdução acessível para 
iniciantes quanto insights valiosos para pesquisadores já familiarizados com 
o tema. Embarque conosco nesta exploração do elegante mundo das funções 
automórficas e suas profundas conexões matemáticas.



Apresentação do Palestrante e Objetivos da 
Palestra

Sobre o Palestrante

Doutor em Matemática pela Universidade de São Paulo com 
pós-doutorado no Instituto Max Planck de Matemática na 
Alemanha.

Pesquisador com mais de 15 anos de experiência em teoria 
analítica dos números e funções automórficas.

Autor de diversos artigos publicados em periódicos 
internacionais de renome e do livro "Fundamentos da Teoria de 
Funções Automórficas".

Objetivos da Palestra

Introduzir o conceito de funções automórficas e seu papel 
fundamental na teoria dos números.

Examinar as conexões entre funções automórficas e outras 
áreas da matemática.

Apresentar aplicações modernas e direções de pesquisa atuais.

Despertar o interesse por este rico campo de estudo.



O ãĀp ìã¾ FĀµfÜpì 
AĀø¾³¿ä��caì p P¾ä QĀp 
EìøĀjá-«aì

Dp��µ�fã¾ IµøĀ�ø�ėa
Funções automórficas são 
funções que permanecem 
invariantes sob certas 
transformações geométricas. 
Elas exibem um tipo especial de 
simetria que as torna 
fundamentais em diversas áreas 
da matemática.

I³á¾äøâµc�a Maøp³áø�ca
Elas formam pontes entre a 
geometria, análise complexa e 
teoria dos números, 
proporcionando ferramentas 
poderosas para resolver 
problemas clássicos da 
matemática.

Aá«�cafÜpì M¾jpäµaì
De teorias físicas avançadas a problemas de criptografia, as funções 
automórficas têm aplicações surpreendentes em campos científicos 
contemporâneos e tecnologia.

O estudo das funções automórficas nos proporciona uma janela para 
algumas das mais belas e profundas simetrias matemáticas, revelando 
conexões inesperadas entre áreas aparentemente distantes e fornecendo 
insights sobre a própria estrutura dos números.



C¾µøpĝø¾ H�ìø¿ä�c¾: Oä��p³ p 
Dpìpµė¾«ė�³pµø¾ j¾ 
C¾µcp�ø¾

1 SqcĀ«¾ XIX - Ra�Ĩpì Iµ�c�a�ì
Os primeiros conceitos relacionados às funções automórficas 
surgiram nos trabalhos sobre funções elípticas e teoria das 
equações diferenciais. Matemáticos como Gauss e Abel 
estabeleceram as bases teóricas necessárias.

2 Dqcaja jp 1880 - Dpìpµė¾«ė�³pµø¾ F¾ä³a«
Felix Klein e Henri Poincaré desenvolveram simultaneamente a 
teoria formal de funções automórficas, cada um com 
abordagens ligeiramente diferentes mas complementares.

3 Iµ�c�¾ j¾ SqcĀ«¾ XX - C¾µì¾«�jafã¾
Trabalhos de Fricke, Siegel e outros matemáticos expandiram a 
teoria, estabelecendo conexões com formas modulares e teoria 
dos números algébricos.

4 Mp�¾ j¾ SqcĀ«¾ XX aøq H¾¥p - M¾jpäµa Tp¾ä�a
O desenvolvimento da teoria de representação e o programa de 
Langlands estabeleceram as funções automórficas como peças 
centrais da matemática moderna.



Oì P�¾µp�ä¾ì: K«p�µ, P¾�µcaäq p 
Fä�c¨p

Fp«�ĝ K«p�µ (1849-
1925)
Matemático alemão 
que desenvolveu a 
teoria através de seu 
trabalho em geometria 
não-euclidiana e 
transformações. Seu 
"Programa Erlangen" 
forneceu um quadro 
unificador para 
diferentes geometrias 
baseado em teoria de 
grupos.

Hpµä� P¾�µcaäq 
(1854-1912)
Francês conhecido 
como o "último 
universalista" da 
matemática. 
Desenvolveu 
independentemente a 
teoria de funções 
automórficas, que 
chamava de "funções 
fuchsianas" em 
homenagem a Lazarus 
Fuchs, estabelecendo 
as conexões com 
equações diferenciais.

R¾bpäø Fä�c¨p 
(1861-1930)
Discípulo de Klein que 
sistematizou e 
expandiu a teoria. Seu 
trabalho em 
colaboração com Klein 
resultou nos influentes 
volumes "Vorlesungen 
über die Theorie der 
automorphen 
Funktionen", 
considerados textos 
fundamentais.



Dp��µ�fã¾ F¾ä³a« jp FĀµfã¾ AĀø¾³¿ä��ca

Dp��µ�fã¾ Maøp³áø�ca
Uma função f(z) é dita automórfica 
com respeito a um grupo discreto 
G de transformações do plano 
complexo se f(gz) = f(z) para todo 
g * G e todo z no domínio de f.

D¾³�µ�¾ Pä¿áä�¾
O domínio de uma função 
automórfica deve ser invariante 
sob a ação do grupo G, geralmente 
sendo o semiplano superior ou o 
disco unitário para grupos 
fuchsianos.

C¾µj�fÜpì Aj�c�¾µa�ì
Na prática, exigimos que as 
funções automórficas sejam 
meromorfas (analíticas exceto em 
polos isolados) e satisfaçam 
certas condições de crescimento 
nos pontos de fronteira do 
domínio.

Esta definição formal captura a essência das funções automórficas: são funções que respeitam certas simetrias descritas por um 
grupo de transformações, mantendo sua estrutura analítica. É esta combinação de invariância e analiticidade que torna estas funções 
tão poderosas.



GäĀá¾ì D�ìcäpø¾ì jp Täaµì�¾ä³afÜpì

Täaµì�¾ä³afÜpì jp MÈb�Āì
Base das transformações utilizadas

D�ìcäpøĀjp
Propriedade fundamental

SĀb�äĀá¾ì Rp«pėaµøpì
Formas específicas de interesse

Mpcaµ�ì³¾ì jp Afã¾
Como transformam o espaço

Um grupo de transformações é considerado discreto quando, para qualquer ponto do espaço, sua órbita sob a ação do grupo não 
possui pontos de acumulação. Esta propriedade é crucial pois permite a construção de domínios fundamentais bem definidos.

Os grupos discretos mais importantes para a teoria de funções automórficas são os grupos fuchsianos e kleinianos, formados por 
transformações de Möbius que preservam certas regiões do plano complexo ou da esfera de Riemann.



O Grupo Modular e suas Propriedades

Definição
PSL(2,Z) = Transformações z ³ (az+b)/(cz+d) com a,b,c,d inteiros e ad-bc=1

Geradores
Gerado por S: z ³ -1/z e T: z ³ z+1

Domínio Fundamental
Região no semiplano superior delimitada por |z|=1 e 
Re(z)=±1/2

O grupo modular é possivelmente o exemplo mais importante e estudado de grupo discreto na teoria de funções automórficas. Sua 
ação no semiplano superior complexo produz um padrão de ladrilhamento hiperbólico que está profundamente conectado com 
propriedades dos números inteiros.

As formas modulares, que são funções automórficas específicas para o grupo modular e seus subgrupos, têm amplas aplicações em 
teoria dos números, incluindo a demonstração do último teorema de Fermat e o estudo das equações elípticas.



Eìáaf¾ H�ápäb¿«�c¾ p M¾jp«¾ì jp Gp¾³pøä�a Nã¾-
EĀc«�j�aµa

Gp¾³pøä�a H�ápäb¿«�ca
Geometria não-euclidiana onde a soma dos 

ângulos internos de um triângulo é menor 
que 180°. Caracterizada por curvatura 

negativa constante.

Aĝ�¾³a jp Paäa«p«aì
Na geometria hiperbólica, por um ponto fora 
de uma reta passam infinitas retas paralelas 
à reta dada, contrariando o axioma 
euclidiano.

M¾jp«¾ì Pä�µc�áa�ì
Diferentes representações matemáticas da 
mesma geometria: semiplano de Poincaré, 
disco de Poincaré, modelo de Beltrami-Klein 
e o hiperboloide.

C¾µpĝã¾ c¾³ FĀµfÜpì 
AĀø¾³¿ä��caì

As transformações que preservam a 
geometria hiperbólica são exatamente as 

transformações de Möbius que formam os 
grupos usados na teoria de funções 

automórficas.



O Sp³�á«aµ¾ SĀápä�¾ä C¾³á«pĝ¾ c¾³¾ M¾jp«¾

Dp��µ�fã¾ j¾ M¾jp«¾
O semiplano superior complexo - = {z 
* # : Im(z) > 0} equipado com a 
métrica hiperbólica ds² = (dx² + 
dy²)/y². Esta métrica torna - um 
espaço de curvatura constante 
negativa.

Gp¾jqì�caì
No semiplano superior, as geodésicas 
(linhas "retas" no sentido hiperbólico) 
são semicírculos e linhas verticais 
perpendiculares ao eixo real. Estas 
curvas minimizam a distância 
hiperbólica entre pontos.

Iì¾³pøä�aì
As transformações que preservam 
distâncias no semiplano superior são 
exatamente as transformações de 
Möbius da forma z ³ (az+b)/(cz+d) 
com a,b,c,d reais e ad-bc > 0, 
devidamente normalizadas.

O semiplano superior é o modelo mais frequentemente utilizado na teoria das funções automórficas, especialmente no estudo de 
formas modulares. Sua vantagem reside na simplicidade algébrica das transformações e na conexão natural com a teoria das frações 
continuadas.



O D�ìc¾ jp P¾�µcaäq c¾³¾ M¾jp«¾ A«øpäµaø�ė¾
Dp��µ�fã¾ j¾ M¾jp«¾

O disco unitário D = {z * # : |z| < 1} 
equipado com a métrica hiperbólica ds² 

= 4(dx² + dy²)/(1-|z|²)². 
Geometricamente equivalente ao 

semiplano superior.

Gp¾jqì�caì
No disco, as geodésicas são arcos de 
círculos perpendiculares à fronteira do 
disco, incluindo diâmetros como caso 
especial.

Iì¾³pøä�aì
As transformações preservando 
distâncias são da forma z ³ 
(az+b)/(bz�+�) com |a|² - |b|² = 1, 
conhecidas como transformações de 
Möbius especiais unitárias.

Rp«afã¾ c¾³ ¾ Sp³�á«aµ¾
A transformação T(z) = (z-i)/(z+i) 

mapeia o semiplano superior para o 
disco unitário, permitindo traduzir 
resultados entre os dois modelos.



Transformações de Möbius e suas Propriedades

Definição

Uma transformação de Möbius é uma função da forma:

f(z) = (az + b)/(cz + d)

onde a, b, c, d são números complexos com ad - bc b 0.

Estas transformações formam um grupo sob composição, 
isomorfo a PGL(2,#).

Propriedades Fundamentais

Preservam ângulos (conformes)

Mapeiam círculos em círculos (incluindo retas como 
"círculos infinitos")

São determinadas por imagens de 3 pontos

Podem ser decompostas em transformações elementares: 
translações, rotações, homotetias e inversão

As transformações de Möbius são as ferramentas fundamentais na teoria das funções automórficas. Seus subgrupos discretos, 
como o grupo modular, definem as simetrias que caracterizam estas funções. A riqueza geométrica destas transformações permite 
traduzir problemas algébricos para o domínio geométrico e vice-versa.



C«aìì���cafã¾ jaì Täaµì�¾ä³afÜpì jp MÈb�Āì
Täaµì�¾ä³afÜpì E«�áø�caì
Possuem exatamente dois pontos fixos na esfera de 
Riemann, ambos em posições finitas. São conjugadas a 
rotações. Se vista como uma matriz 2×2, tem traço² < 
4det.

Täaµì�¾ä³afÜpì H�ápäb¿«�caì
Também possuem dois pontos fixos, mas atuam como 
dilatações ao longo de uma geodésica. São conjugadas a 
homotetias. Em forma matricial, têm traço² > 4det.

Täaµì�¾ä³afÜpì Paäab¿«�caì
Possuem exatamente um ponto fixo na esfera de 
Riemann. São conjugadas a translações. Caracterizadas 
por matriz com traço² = 4det.

Täaµì�¾ä³afÜpì L¾ĝ¾jäÁ³�caì
Generalização das hiperbólicas, combinam rotação e 
dilatação. Têm dois pontos fixos e são caracterizadas por 
matrizes cujo traço é não-real quando normalizadas.



D¾³�µ�¾ì FĀµja³pµøa�ì áaäa GäĀá¾ì D�ìcäpø¾ì

Dp��µ�fã¾ jp D¾³�µ�¾ 
FĀµja³pµøa«
Um domínio fundamental para um 
grupo discreto G agindo em um 
espaço X é um subconjunto D de X tal 
que: (1) as translações gD, g * G, 
cobrem todo X; e (2) os interiores de 
domínios distintos gD e g'D não se 
intersectam.

I³á¾äøâµc�a
O domínio fundamental serve como 
uma "região fundamental" que, sob a 
ação do grupo, gera todo o espaço. 
Estudar funções no domínio 
fundamental é suficiente para 
entendê-las em todo o espaço, devido 
à invariância sob o grupo.

Pä¾áä�pjajpì Gp¾³qøä�caì
Para grupos fuchsianos, domínios 
fundamentais são polígonos 
hiperbólicos. O número de lados, 
ângulos e a área deste polígono estão 
diretamente relacionados à estrutura 
do grupo e são invariantes 
importantes.



C¾µìøäĀfã¾ jp D¾³�µ�¾ì FĀµja³pµøa�ì

Mqø¾j¾ jp D�ä�c�«pø
Escolha um ponto z  não 
fixado por nenhum elemento 
do grupo (exceto a 
identidade). O domínio de 
Dirichlet é definido como o 
conjunto dos pontos mais 
próximos de z  do que de 
qualquer outro ponto g(z ) da 
órbita, usando a distância 
hiperbólica.

Mqø¾j¾ jp F¾äj
Para grupos específicos como 
o grupo modular, é possível 
construir domínios 
fundamentais usando círculos 
isométricos - círculos onde 
uma transformação de Möbius 
preserva distâncias. As 
regiões exteriores a certos 
círculos isométricos 
determinam o domínio.

Mqø¾j¾ jp C¾äøpì 
Gp¾jqì�c¾ì
Para superfícies de Riemann, 
podemos construir domínios 
fundamentais cortando a 
superfície ao longo de 
geodésicas cuidadosamente 
escolhidas até obter um 
polígono simplesmente 
conexo.

Rp��µa³pµø¾ p 
Va«�jafã¾
Após construir um candidato a 
domínio fundamental, é 
necessário verificar se ele 
satisfaz as propriedades 
matemáticas requeridas, 
como o pareamento correto 
dos lados e a soma adequada 
dos ângulos nos vértices.



GäĀá¾ì FĀc�ì�aµ¾ì: Dp��µ�fã¾ p Eĝp³á«¾ì

Dp��µ�fã¾

Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto do grupo de 
isometrias do plano hiperbólico. Equivalentemente, é um grupo 
discreto de transformações de Möbius que preservam o 
semiplano superior ou o disco unitário.

Estes grupos, nomeados em homenagem a Lazarus Fuchs, 
formam a base para o estudo de funções automórficas no 
plano.

Eĝp³á«¾ì C«áìì�c¾ì

Grupo modular PSL(2,%) e seus subgrupos de congruência1.

Grupos ariméticos derivados de formas quadráticas2.

Grupos triangulares (p,q,r) gerados por reflexões3.

Grupos de superfície associados a superfícies de Riemann4.

Os grupos fuchsianos têm uma rica estrutura geométrica e algébrica. Seu estudo conecta a teoria de grupos, geometria hiperbólica, 
superfícies de Riemann e teoria dos números. A classificação completa destes grupos e das funções automórficas associadas a eles 
permanece um dos grandes desafios da matemática moderna.



Grupos Kleinianos: Extensão ao Espaço 
Tridimensional

Definição
Grupos kleinianos são subgrupos discretos de PSL(2,#), o grupo de transformações de Möbius que agem na esfera de 
Riemann. Eles generalizam os grupos fuchsianos para o ambiente complexo mais amplo.

Espaço de Ação
Estes grupos atuam no espaço hiperbólico tridimensional -³, cuja fronteira é a esfera de Riemann. Sua ação pode ser 
visualizada como isometrias do modelo de meia-espaço ou do modelo da bola de Poincaré em 3D.

Conjunto Limite
O conjunto limite de um grupo kleiniano é um objeto fractal na esfera de Riemann, sendo o conjunto de pontos de acumulação 
das órbitas. Sua dimensão de Hausdorff é um invariante importante do grupo.

Os grupos kleinianos representam uma fascinante conexão entre a análise complexa, a geometria tridimensional e a teoria de 
sistemas dinâmicos. O estudo de suas propriedades ergódicas e dos quocientes -³/G conduz à teoria de variedades hiperbólicas 
tridimensionais, central na topologia moderna.



A Tp¾ä�a jp F¾ä³aì M¾jĀ«aäpì

F¾ä³aì M¾jĀ«aäpì jp Ppì¾ ¨
Classes especiais de funções automórficas

2
C¾µj�fÜpì jp H¾«¾³¾ä��a
Comportamento nas cúspides

EìøäĀøĀäa A«�qbä�ca
Anéis e módulos de formas

EĝáaµìÜpì jp F¾Āä�pä
Coeficientes e aplicações

As formas modulares constituem uma subclasse especial de funções automórficas que satisfazem condições adicionais de 
transformação. Para um inteiro positivo k, uma forma modular de peso k é uma função holomorfa f no semiplano superior que 
satisfaz f((az+b)/(cz+d)) = (cz+d)^k f(z) para todas as transformações no grupo modular.

Além disso, uma forma modular deve ser "bem-comportada" nas cúspides, pontos na fronteira do semiplano superior que são pontos 
fixos de transformações parabólicas no grupo. Esta condição técnica permite classificar as formas em tipos como formas cuspidais e 
séries de Eisenstein.



Sqä�pì jp E�ìpµìøp�µ p ìĀaì Pä¾áä�pjajpì

Dp��µ�fã¾ C«áìì�ca
Para k g 4 par, a série de Eisenstein 
G_k(z) é definida como 
£_{(m,n)b(0,0)} 1/(mz+n)^k, 
somada sobre todos os pares de 
inteiros (m,n) exceto (0,0). Esta 
série converge absolutamente e 
define uma forma modular de peso 
k.

Eĝáaµìã¾ jp F¾Āä�pä
G_k(z) = 2·(k) + 2(2Ãi)^k/�(k) 
£_{n=1}^> Ã_{k-1}(n)q^n, onde q = 
e^{2Ãiz}, Ã_{k-1}(n) é a soma das 
potências (k-1)-ésimas dos 
divisores de n, e ·(k) é a função 
zeta de Riemann.

I³á¾äøâµc�a EìøäĀøĀäa«
As séries de Eisenstein geram o 
espaço complementar às formas 
cuspidais no espaço de todas as 
formas modulares. Junto com as 
formas cuspidais, elas fornecem 
uma base para o espaço completo 
de formas modulares.

As séries de Eisenstein são exemplos concretos e computáveis de formas modulares, tornando-as ferramentas essenciais na teoria. 
Suas conexões com a função zeta de Riemann e com somas de divisores revelam profundas relações entre funções automórficas e 
teoria dos números.



F¾ä³aì CĀìá�ja�ì p ìĀa I³á¾äøâµc�a

Dp��µ�fã¾
Uma forma modular f(z) de peso k é 
chamada de forma cuspidal se ela se 
anula em todas as cúspides, ou 
equivalentemente, se o termo 
constante de sua expansão de Fourier 
é zero em cada cúspide.

Pä¾áä�pjajpì Aµa«�ø�caì
As formas cuspidais decaem 
exponencialmente quando se 
aproximam das cúspides, tornando-as 
integralmente quadrado-integráveis no 
domínio fundamental. Elas formam 
um espaço de Hilbert com um produto 
interno natural.

Rp«pėâµc�a Aä�ø³qø�ca
Os coeficientes de Fourier das formas 
cuspidais carregam informações 
aritméticas profundas. Eles estão 
relacionados a representações de 
números por formas quadráticas, 
contagens de pontos em curvas 
elípticas e muitos outros objetos 
número-teóricos.

As formas cuspidais são consideradas o "coração" da teoria de formas modulares. Enquanto as séries de Eisenstein têm uma 
construção relativamente direta, as formas cuspidais são mais misteriosas e carregam informações mais sutis. Exemplos 
importantes incluem a função delta de Ramanujan �(z) e as formas associadas a curvas elípticas na prova do Último Teorema de 
Fermat.



Oápäaj¾äpì jp Hpc¨p p ìĀa AøĀafã¾ ì¾bäp F¾ä³aì 
M¾jĀ«aäpì

Dp��µ�fã¾ j¾ì Oápäaj¾äpì

Para cada número natural n, o operador de Hecke T_n é definido 
como uma transformação linear que atua no espaço de formas 
modulares. Para uma forma f(z) de peso k, temos:

T_n f(z) = n^(k-1) £_{ad=n, 0fb

Esta definição pode ser reinterpretada em termos de 
correspondências no espaço modular.

Pä¾áä�pjajpì FĀµja³pµøa�ì

Os operadores T_n comutam entre si: T_m � T_n = T_n � T_m

Preservam o espaço de formas cuspidais

São hermitianos com respeito ao produto interno de 
Petersson

Satisfazem relações multiplicativas: T_m T_n = 
£_{d|gcd(m,n)} d^(k-1) T_(mn/d²) quando m e n são 
coprimos

Os operadores de Hecke são ferramentas essenciais na teoria de formas modulares. Sua comutatividade permite encontrar bases de 
autofunções comuns a todos os operadores. As formas modulares que são autoformas para todos os operadores de Hecke, 
chamadas formas de Hecke, têm propriedades aritméticas particularmente boas em seus coeficientes de Fourier.



Pä¾jĀø¾ì L p ìĀaì Rp«afÜpì c¾³ F¾ä³aì 
AĀø¾³¿ä��caì

Dp��µ�fã¾ jp Pä¾jĀø¾ì L
Para uma forma modular f(z) = £ a_n 
q^n, a função L associada é definida 

como L(s,f) = £ a_n / n^s, onde a soma 
converge absolutamente para Re(s) 

suficientemente grande.

C¾µø�µĀafã¾ Aµa«�ø�ca
As funções L associadas a formas 
automórficas possuem continuação 
analítica para todo o plano complexo, 
com exceção de possíveis polos.

EãĀafã¾ FĀµc�¾µa«
Elas satisfazem uma equação funcional 
relacionando L(s,f) e L(k-s,f), onde k é o 
peso da forma, refletindo uma simetria 
fundamental.

H�á¿øpìp jp R�p³aµµ
Conjectura-se que todos os zeros da 

função L completa estão na linha crítica 
Re(s) = k/2, generalizando a hipótese de 

Riemann clássica.



Sqä�pì jp D�ä�c�«pø p FĀµfã¾ Zpøa jp R�p³aµµ

1737
Aµ¾ ja Pä¾ėa jp EĀ«pä

Ano em que Euler provou que £ 1/n² = 
Ã²/6, relacionando a função zeta com 

constantes fundamentais

1859
Aµ¾ j¾ Täaba«�¾ jp R�p³aµµ
Bernhard Riemann publicou seu único 

artigo sobre teoria dos números, 
revolucionando o entendimento da 
distribuição dos números primos

>
Nā³pä¾ jp Zpä¾ì

A função zeta possui infinitos zeros na 
faixa crítica, com profundas implicações 
para a distribuição dos números primos

A função zeta de Riemann, definida como ·(s) = £ 1/n^s para Re(s) > 1, é o exemplo mais fundamental de função L. Sua continuação 
analítica para todo o plano complexo e a equação funcional que relaciona ·(s) e ·(1-s) foram estabelecidas por Riemann.

Mais geralmente, as séries de Dirichlet L(s) = £ a_n/n^s onde a_n são coeficientes aritméticos de interesse, formam uma classe de 
funções analíticas intimamente ligadas às formas automórficas. A teoria moderna visa estabelecer correspondências entre tais séries 
e formas automórficas, permitindo usar métodos analíticos para resolver problemas aritméticos.



C¾µ�äĀuµc�aì pµøäp F¾ä³aì M¾jĀ«aäpì

1 Dp��µ�fã¾ jp C¾µ�äĀuµc�a
Duas formas modulares f = £ a_n q^n e g = £ b_n q^n são 
congruentes módulo um primo p se a_n c b_n (mod p) 
para todo n. Esta noção pode ser generalizada para ideais 
em anéis de inteiros algébricos.

2 F¾ä³aì jp Ra³aµĀ¥aµ
A função delta de Ramanujan �(z) = q £ (1-q^n)^24 
apresenta congruências surpreendentes. Por exemplo, 
para o coeficiente Ä(n), temos Ä(n) c Ã¡¡(n) (mod 691), 
relacionando-o à função soma de divisores.

3 C¾µ�äĀuµc�aì jp T�á¾ Ra³aµĀ¥aµ
São congruências da forma a(3p) c 0 (mod p) para algum 
primo 3. Essas congruências têm implicações profundas 
na teoria de representações galoisianas associadas a 
formas modulares.

4 I³á«�cafÜpì Aä�ø³qø�caì
As congruências entre formas modulares revelam 
estruturas ocultas nos números inteiros e são 
fundamentais na teoria de deformações de 
representações galoisianas, base da demonstração do 
Último Teorema de Fermat.



Aá«�cafÜpì à Tp¾ä�a j¾ì Nā³pä¾ì: Rpáäpìpµøafã¾ 
jp Iµøp�ä¾ì

Pä¾b«p³a jp Waä�µ�

Determinar se todo inteiro positivo pode ser escrito como soma 
de um número fixo de potências k-ésimas. A função geradora 
para somas de potências está relacionada a formas modulares.

A teoria de formas modulares fornece estimativas assintóticas 
precisas para o número de representações, permitindo resolver 
o problema para potências suficientemente grandes.

FĀµfÜpì jp Paäø�fã¾

A função p(n) que conta o número de maneiras de expressar n 
como soma de inteiros positivos está intimamente relacionada 
a formas modulares específicas.

Ramanujan descobriu congruências surpreendentes como 
p(5n+4) c 0 (mod 5) usando propriedades de formas 
modulares. A função geradora de p(n) é uma forma modular de 
peso fracionário quando adequadamente modificada.

A teoria de formas modulares fornece uma poderosa abordagem para problemas de contagem de representações de números 
inteiros por diversas formas. Os coeficientes de Fourier de formas modulares especiais frequentemente contam o número de 
soluções de equações diofantinas específicas, estabelecendo uma ponte entre a análise complexa e a teoria dos números.



Nā³pä¾ì jp C«aììpì p F¾ä³aì QĀajäáø�caì

F¾ä³aì QĀajäáø�caì 
B�µáä�aì

Expressões da forma ax² + bxy 
+ cy² onde a, b, c são inteiros. 

Classificadas pelo 
discriminante D = b² - 4ac. 

Duas formas são equivalentes 
se uma pode ser transformada 
na outra por uma substituição 

linear de determinante 1.

Nā³pä¾ jp C«aììpì
O número de classes h(D) é o 

número de formas quadráticas 
binárias primitivas de 

discriminante D, a menos de 
equivalência. Este número é 
finito e carrega informações 
fundamentais sobre campos 

quadráticos.

FĀµfÜpì Tpøa
Para uma forma quadrática Q, 
a função teta »_Q(z) = £ e^(2Ãi 
Q(m,n)z) é uma forma modular 
de peso 1 para discriminantes 

negativos. A combinação 
destas funções para diferentes 

formas na mesma classe de 
equivalência está relacionada 

ao número de classes.

F¿ä³Ā«aì jp C«aììp
Através da teoria de formas 

modulares, foram 
desenvolvidas fórmulas 

explícitas para calcular h(D), 
conectando números de 

classes com valores especiais 
de funções modulares.



Pä¾b«p³a j¾ì Nā³pä¾ì Pä�³¾ì p F¾ä³aì 
AĀø¾³¿ä��caì

Tp¾äp³a j¾ì Nā³pä¾ì 
Pä�³¾ì
O teorema afirma que Ã(x), o número 
de primos menores ou iguais a x, se 
comporta assintoticamente como 
x/log(x). A demonstração moderna 
usa a ausência de zeros da função 
zeta na região Re(s) g 1.

FĀµfÜpì L p D�ìøä�bĀ�fã¾ jp 
Pä�³¾ì
Generalizações do teorema dos 
números primos para primos em 
progressões aritméticas envolvem 
funções L de Dirichlet. A teoria de 
formas automórficas fornece 
ferramentas para estudar estas 
funções L e suas propriedades 
analíticas.

C¾µ¥pcøĀäa jp Saø¾-Taøp
Esta conjectura, recentemente 
provada, descreve a distribuição 
estatística dos coeficientes de formas 
modulares associadas a curvas 
elípticas. Sua demonstração utilizou 
formas automórficas em grupos mais 
gerais.

As formas automórficas têm um papel crucial na compreensão da distribuição dos números primos. Através da teoria das funções L, 
elas fornecem informações sobre padrões sutis que os números primos seguem. A correspondência de Langlands conecta 
representações galoisianas, que codificam informações sobre números primos, com formas automórficas, que têm propriedades 
analíticas tratáveis.



FĀµfÜpì L jp D�ä�c�«pø p ìĀa I³á¾äøâµc�a

Caäacøpäpì jp D�ä�c�«pø
São funções Ç: % ³ # completamente multiplicativas, periódicas e tais que Ç(n) = 0 se e somente se gcd(n,q) > 1, onde 
q é o módulo do caráter. Eles generalizam o símbolo de Legendre da teoria de resíduos quadráticos.

Dp��µ�fã¾ ja FĀµfã¾ L
Para um caráter de Dirichlet Ç, a função L associada é definida como L(s,Ç) = £ Ç(n)/n^s para Re(s) > 1. Quando Ç é o 
caráter trivial, recuperamos a função zeta de Riemann (a menos de um fator simples).

Pä¾áä�pjajpì Aµa«�ø�caì
As funções L de Dirichlet possuem continuação analítica para todo o plano complexo, com a possibilidade de um polo 
simples em s = 1 apenas para o caráter trivial. Elas satisfazem equações funcionais relacionando L(s,Ç) e L(1-s,Ç�).

Aá«�cafÜpì µa Tp¾ä�a j¾ì Nā³pä¾ì
O não-anulamento de L(1,Ç) para caracteres não-triviais é equivalente ao teorema de Dirichlet sobre primos em 
progressões aritméticas. Valores especiais dessas funções estão relacionados a números de classe de campos 
numéricos e a teoremas de reciprocidade mais profundos.



A C¾µ¥pcøĀäa jp Laµ�«aµjì: U³a V�ìã¾ Gpäa«

Pä�µc�á�¾ Uµ���caj¾ä
A conjectura de Langlands propõe uma 
correspondência profunda entre 
representações de grupos de Galois (lado 
aritmético) e formas automórficas ou 
representações de grupos adélicos (lado 
analítico). Essencialmente, busca traduzir 
questões aritméticas difíceis em 
problemas analíticos mais tratáveis.

EìøäĀøĀäa Abäaµ�pµøp
Não é uma conjectura única, mas um 
vasto programa de conjecturas 
interligadas que abrangem diferentes 
grupos e tipos de corpos. O caso mais 
simples já conhecido é a teoria de corpos 
de classes, mas a conjectura se estende a 
situações muito mais gerais.

Fpääa³pµøa FĀµja³pµøa«
A correspondência de Langlands é 
considerada uma das ideias mais 
profundas da matemática moderna, com 
implicações para teoria dos números, 
geometria algébrica, teoria de 
representação e até física teórica.

Proposto por Robert Langlands em 1967, este programa busca estabelecer uma ponte fundamental entre a teoria dos números e a 
análise harmônica. Através desta correspondência, problemas sobre equações diofantinas e propriedades de números primos podem 
ser abordados usando a teoria de representação e análise em grupos topológicos, abrindo novas perspectivas para questões 
matemáticas clássicas.



Pä¾�äa³a jp Laµ�«aµjì p ìĀa Rp«pėâµc�a AøĀa«

Dpìpµė¾«ė�³pµø¾ H�ìø¿ä�c¾
De ideia visionária a paradigma dominante

Caì¾ì Eìøabp«pc�j¾ì
Provas parciais e evidências acumuladas

I³áacø¾ Iµøpäj�ìc�á«�µaä
Conexões com física teórica e geometria

D�äpfÜpì FĀøĀäaì
Generalizações e novos horizontes

Nas últimas décadas, o Programa de Langlands emergiu como um dos campos de pesquisa mais ativos e influentes na matemática 
pura. Alguns dos avanços mais notáveis incluem a demonstração da modularidade de curvas elípticas (crucial para a prova do Último 
Teorema de Fermat), a correspondência local de Langlands para GL(n) e avanços substanciais na correspondência global.

Atualmente, áreas de intensa pesquisa incluem o Programa de Langlands Geométrico, que reformula as conjecturas no contexto da 
geometria algébrica, e o Programa de Langlands p-ádico, que explora conexões com a teoria de Hodge p-ádica e a cohomologia étale.



Eĝp³á«¾ì jp C¾ääpìá¾µjuµc�a jp Laµ�«aµjì

1 Tp¾ä�a jp C¾äá¾ì jp C«aììpì
O caso mais simples da correspondência relaciona 
caracteres unidimensionais do grupo de Galois absoluto 
de um corpo de números com formas automórficas no 
grupo GL(1). Esta é essencialmente a teoria de corpos de 
classes, desenvolvida antes de Langlands, que descreve 
as extensões abelianas de um corpo numérico.

2 F¾ä³aì M¾jĀ«aäpì p RpáäpìpµøafÜpì jp 
D�³pµìã¾ 2
Para GL(2) sobre ;, a correspondência relaciona formas 
modulares clássicas com representações galoisianas 
bidimensionais. A teoria de Eichler-Shimura e os trabalhos 
de Deligne estabeleceram esta correspondência, que foi 
crucial para a prova do Último Teorema de Fermat.

3 C¾ääpìá¾µjuµc�a L¾ca« áaäa GL(µ)
Para corpos locais (como ;_p), a correspondência entre 
representações n-dimensionais do grupo de Weil-Deligne 
e representações admissíveis irredutíveis de GL(n) foi 
provada por Harris-Taylor e Henniart, representando um 
dos maiores avanços no programa.

4 Caì¾ì jp GäĀá¾ì Eĝcpác�¾µa�ì
Progressos recentes incluem a compreensão de casos 
envolvendo grupos algébricos excepcionais como E¨, 
demonstrando a rica estrutura matemática subjacente às 
conjecturas de Langlands.



GäĀá¾ì jp Ga«¾�ì p RpáäpìpµøafÜpì AĀø¾³¿ä��caì

GäĀá¾ì jp Ga«¾�ì Abì¾«Āø¾ì

O grupo de Galois absoluto Gal(Q�/Q) é o objeto central no lado 
aritmético da correspondência de Langlands. Suas 
representações de dimensão n em GL(n,C) codificam 
informações profundas sobre extensões de campos numéricos 
e suas propriedades aritméticas.

Um aspecto notável é que, apesar de ser um grupo profinito 
extremamente complicado, suas representações podem ser 
estudadas através de objetos analíticos como formas 
automórficas.

RpáäpìpµøafÜpì AĀø¾³¿ä��caì

No lado analítico temos representações automórficas, que são 
componentes irredutíveis da decomposição do espaço 
L²(G(F)\G(A)) para um grupo reductivo G. Aqui, F é um corpo 
global e A seu anel adélico.

A teoria de representação de grupos adélicos fornece 
ferramentas poderosas para estudar estas representações, 
incluindo a fórmula dos traços de Selberg-Arthur que relaciona 
dados espectrais com dados geométricos.

A correspondência de Langlands propõe uma bijeção entre certas representações galoisianas n-dimensionais e representações 
automórficas cuspidais em GL(n). Esta correspondência deve preservar dados locais (via correspondência local) e funções L (via 
equação de igualdade das funções L).



FĀµfÜpì Tpøa p Ijpµø�jajpì Rp«ac�¾µajaì

FĀµfã¾ Tpøa jp Jac¾b�
A função teta de Jacobi é definida como »(z,Ç) = £_{n=-
>}^> e^(Ãin²Ç + 2Ãinz). Para z = 0, obtemos a função teta 
clássica »(Ç) = £ e^(Ãin²Ç), que conta representações de 
inteiros como somas de quadrados.

F¿ä³Ā«a jp Täaµì�¾ä³afã¾
Uma propriedade fundamental é a fórmula de 
transformação: »(-1/Ç) = :(-iÇ) · »(Ç), que expressa o 
comportamento da função sob transformações 
modulares. Esta propriedade a torna uma forma modular 
de peso 1/2 quando devidamente normalizada.

FĀµfÜpì Tpøa Gpµpäa«�Ĩajaì
Generalizações incluem funções teta associadas a 
reticulados em dimensões superiores e a formas 
quadráticas gerais. Estas generalizações são importantes 
em teoria dos códigos, empacotamento de esferas e 
teoria dos números.

Ijpµø�jajpì N¾øáėp�ì
As funções teta satisfazem inúmeras identidades 
surpreendentes, incluindo as identidades de Jacobi, as 
identidades pentagonais de Ramanujan e as relações com 
as funções modulares de Klein.



FĀµfÜpì AĀø¾³¿ä��caì jp Váä�¾ì Paäâ³pøä¾ì

F¾ä³aì AĀø¾³¿ä��caì p³ 
Váä�¾ì Paäâ³pøä¾ì
Generalizações das funções 
automórficas clássicas para funções 
de várias variáveis complexas. Estas 
funções satisfazem condições de 
invariância sob grupos discretos 
agindo em domínios complexos 
multidimensionais, como o espaço de 
Siegel ou domínios simétricos 
limitados.

F¾ä³aì jp S�p�p«
São funções holomorfas no espaço 
de Siegel (matrizes simétricas n×n 
com parte imaginária positiva 
definida) invariantes sob o grupo 
simplético. Generalizam as formas 
modulares clássicas e estão 
relacionadas a funções teta de 
reticulados e formas abelianas.

F¾ä³aì jp H�«bpäø p F¾ä³aì 
jp S�p�p«-H�«bpäø
As formas de Hilbert são funções 
automórficas associadas a campos 
totalmente reais, enquanto as formas 
de Siegel-Hilbert combinam aspectos 
das formas de Siegel e Hilbert, 
estudando funções em produtos de 
espaços de Siegel.

O estudo das funções automórficas de vários parâmetros enriquece significativamente a teoria, conectando-a com a geometria de 
variedades de Shimura, a teoria de Hodge e a geometria algébrica. Essas generalizações são ferramentas essenciais no programa de 
Langlands, especialmente ao considerar grupos além de GL(n).



Eìáaf¾ì jp Tp�c�³ą««pä p ìĀa Rp«afã¾ c¾³ 
FĀµfÜpì AĀø¾³¿ä��caì

Dp��µ�fã¾ j¾ì Eìáaf¾ì 
jp Tp�c�³ą««pä
O espaço de Teichmüller T_g 
parametriza estruturas 
complexas em superfícies de 
Riemann de gênero g, a menos 
de difeomorfismos isotópicos 
à identidade. É um espaço 
contrátil de dimensão real 6g-6 
(para g > 1) que serve como 
espaço de deformação 
universal para superfícies de 
Riemann.

Afã¾ j¾ GäĀá¾ 
M¾jĀ«aä
O grupo modular (ou grupo de 
mapeamento) Mod_g age no 
espaço de Teichmüller. Esta 
ação não é livre, mas o 
quociente M_g = T_g/Mod_g é 
o espaço de móduli de 
superfícies de Riemann, um 
orbifold complexo que 
parametriza classes de 
isomorfismo de superfícies de 
Riemann.

C¾µpĝã¾ c¾³ GäĀá¾ì 
FĀc�ì�aµ¾ì
Pelo teorema de 
uniformização, toda superfície 
de Riemann de gênero g > 1 
pode ser representada como 
um quociente do semiplano 
superior por um grupo 
fuchsiano. O espaço de 
Teichmüller pode ser visto 
como um espaço de 
deformação de grupos 
fuchsianos, estabelecendo a 
conexão com as funções 
automórficas.

D�µâ³�ca µ¾ Eìáaf¾ jp 
Tp�c�³ą««pä
O estudo do fluxo geodésico e 
outros sistemas dinâmicos no 
espaço de Teichmüller, 
desenvolvido por Thurston, 
Masur, Veech e outros, levou a 
importantes avanços na teoria 
ergódica e seus vínculos com 
superfícies de Riemann.



Dp�¾ä³afÜpì jp FĀµfÜpì AĀø¾³¿ä��caì

Tp¾ä�a jp Dp�¾ä³afã¾

A teoria de deformação estuda como as funções automórficas 
variam à medida que os parâmetros do grupo discreto 
subjacente são modificados continuamente. Isto está 
intimamente relacionado com a teoria de Teichmüller e a teoria 
de espaços de móduli.

A deformação de funções automórficas pode ser estudada 
através da teoria de cohomologia: o espaço tangente às 
deformações é frequentemente identificado com um grupo de 
cohomologia apropriado.

Aá«�cafÜpì p Eĝp³á«¾ì

Um exemplo importante é a família de funções J-invariante 
parametrizada pelo espaço de Teichmüller. Conforme o grupo 
fuchsiano é deformado, a função automórfica associada muda, 
traçando uma família holomorfa de funções.

A teoria de deformação desempenha um papel crucial no 
estudo das formas modulares p-ádicas e nas congruências 
entre formas modulares. É também fundamental na teoria de 
levantamento modular e nos módulos de Galois que surgem na 
teoria de deformação de Galois de Mazur.

As deformações de funções automórficas fornecem uma ponte entre a geometria complexa e a teoria de números, permitindo 
estudar como variam os invariantes aritméticos conforme as estruturas complexas são deformadas. Esta perspectiva foi crucial em 
avanços como a prova da conjectura de Shimura-Taniyama-Weil e, consequentemente, do Último Teorema de Fermat.



Aìápcø¾ì C¾³áĀøac�¾µa�ì: Cá«cĀ«¾ jp C¾p��c�pµøpì

Dpìa��¾ì C¾³áĀøac�¾µa�ì
O cálculo explícito dos coeficientes de Fourier de formas modulares e automórficas enfrenta desafios significativos 
devido à complexidade das definições e à rápida taxa de crescimento de muitos desses coeficientes.

Mqø¾j¾ì Aµa«�ø�c¾ì
Para formas específicas como a função delta de Ramanujan, relações recursivas como a fórmula de Ramanujan-Serre 
permitem calcular coeficientes de forma eficiente. Estas relações derivam da ação dos operadores de Hecke.

Uì¾ jp Rp«afÜpì M¾jĀ«aäpì
A estrutura algébrica dos espaços de formas modulares, como a existência de bases formadas por produtos de séries 
de Eisenstein, permite decompor formas complexas e calcular seus coeficientes via álgebra linear.

Tqcµ�caì NĀ³qä�caì Aėaµfajaì
Métodos modernos incluem aproximação numérica via transformada rápida de Fourier, integração numérica de alta 
precisão e uso de relações estabelecidas pela correspondência de Langlands para inferir coeficientes via 
representações galoisianas.



I³á«p³pµøafÜpì A«�¾ä�ø³�caì p³ S�ìøp³aì jp 
Á«�pbäa C¾³áĀøac�¾µa«

PARI/GP
Sistema especializado 
em teoria dos números 
com funções 
dedicadas para 
cálculos com formas 
modulares, incluindo 
operadores de Hecke, 
expansões de Fourier e 
valores especiais de 
funções L.

Sa�pMaø�
Plataforma de código 
aberto que integra 
diversos pacotes 
matemáticos, 
oferecendo um 
ambiente unificado 
para cálculos com 
formas modulares, 
espaços de modulares 
e grupos fuchsianos.

Ma�³a
Sistema comercial 
com poderosas 
implementações para 
formas modulares e 
automórficas, incluindo 
algoritmos eficientes 
para subgrupos de 
congruência e curvas 
modulares.

LMFDB
O "L-functions and 
Modular Forms 
Database" não é um 
sistema de álgebra 
computacional, mas 
uma vasta base de 
dados de objetos 
matemáticos 
relacionados a formas 
modulares, funções L e 
outros objetos 
automórficos.

Estes sistemas têm revolucionado a pesquisa em funções automórficas, permitindo experimentação numérica, verificação de 
conjecturas e descoberta de novos padrões. O desenvolvimento de algoritmos eficientes para computar com formas modulares 
tornou-se um campo de pesquisa por direito próprio, na interseção da teoria dos números, análise complexa e ciência da computação.



Visualização de Grupos e Domínios Fundamentais

A visualização tem um papel crucial no estudo de grupos discretos e seus domínios fundamentais, permitindo intuições geométricas 
sobre estruturas matemáticas abstratas. Técnicas modernas de computação gráfica e realidade virtual têm possibilitado novas 
formas de explorar e compreender estes objetos.

Ferramentas de software como NonEuclid, KaleidoTile e o módulo de geometria hiperbólica do SageMath permitem a criação de 
visualizações interativas de tesselações hiperbólicas e domínios fundamentais. Estas representações visuais são valiosas tanto para 
pesquisa quanto para ensino, tornando conceitos abstratos mais acessíveis.



Aá«�cafÜpì p³ F�ì�ca Tp¿ä�ca: Tp¾ä�a jp C¾äjaì

C¾³áacø���cafÜpì p³ Tp¾ä�a jp C¾äjaì
Na teoria de cordas, seis das dez dimensões espaciais 
são "compactificadas" em variedades Calabi-Yau. A 
estrutura modular destas compactificações está 
relacionada a formas automórficas, que aparecem em 
funções de partição e amplitudes de espalhamento.

DĀa«�jajpì p S�³pøä�aì M¾jĀ«aäpì
As dualidades S e T em teoria de cordas formam um 
grupo isomorfo a SL(2,%), o grupo modular clássico. Esta 
conexão revela que amplitudes físicas devem se 
transformar como formas modulares sob estas 
dualidades.

Tp¾ä�a jp M¾¾µì��µp
A correspondência monstrous moonshine, relacionando o 
grupo monstro às propriedades da função J, tem 
interpretações em teoria de cordas, onde certos espaços 
de Hilbert de teorias de campos conformes exibem 
estruturas modeladas pelo grupo monstro.

C¾ääpìá¾µjuµc�a AjS/CFT
Nesta correspondência, certos invariantes de teorias 
quânticas de campo conformes estão relacionados a 
cálculos em teorias de gravidade. Formas automórficas 
surgem naturalmente na construção de soluções para as 
equações de Einstein em espaços AdS.



Aá«�cafÜpì p³ F�ì�ca Tp¿ä�ca: Tp¾ä�a QĀâµø�ca jp 
Ca³á¾ì

FĀµfÜpì jp C¾ääp«afã¾

Em teorias quânticas de campos superconformes, certas 
funções de correlação exibem propriedades de modularidade. 
Isto é especialmente evidente na correspondência AdS/CFT, 
onde a invariância modular reflete simetrias fundamentais da 
teoria física.

A estrutura de polos e resíduos destas funções de correlação 
frequentemente revela conexões com formas automórficas 
específicas, como séries de Eisenstein generalizadas.

S¾«�ø¾µì p Iµìøaµø¾µì

As soluções de instantons em teorias de gauge são 
classificadas por números topológicos, e os espaços de móduli 
destas soluções têm propriedades modulares. Em alguns casos, 
as funções de partição contando estas soluções são 
precisamente formas automórficas.

A correspondência com formas automórficas permite fazer 
previsões não-perturbativas sobre o comportamento de teorias 
quânticas de campos, revelando estruturas ocultas que não são 
evidentes na abordagem perturbativa tradicional.

A moderna teoria quântica de campos, especialmente em suas vertentes matemáticas, faz uso extensivo da teoria de formas 
automórficas. Esta conexão tem sido mutuamente benéfica: ideias da física têm inspirado novos desenvolvimentos matemáticos, 
enquanto resultados da teoria de formas automórficas têm fornecido insights profundos sobre a estrutura das teorias físicas.



S�³pøä�aì p³ S�ìøp³aì D�µâ³�c¾ì p FĀµfÜpì 
AĀø¾³¿ä��caì

2

S�ìøp³aì Ha³�«ø¾µ�aµ¾ì
Em sistemas hamiltonianos integráveis, 

as trajetórias estão confinadas a toros 
invariantes. A teoria KAM (Kolmogorov-

Arnold-Moser) estuda a persistência 
destes toros sob perturbações, e 
funções automórficas surgem na 

análise das ressonâncias.

F«Āĝ¾ì Gp¾jqì�c¾ì
O fluxo geodésico em superfícies de 
curvatura constante negativa é um 
exemplo paradigmático de sistema 
caótico. Este fluxo pode ser analisado 
via teoria espectral de operadores de 
Laplace-Beltrami, onde as autofunções 
são relacionadas a formas 
automórficas.

B�«�aäpì Ca¿ø�c¾ì
Bilhares em polígonos racionais podem 
ser estudados via superfícies de 
translação, que por sua vez são 
analisadas usando o fluxo de 
Teichmüller. A dinâmica deste fluxo 
está intimamente relacionada à teoria 
de formas automórficas.

FĀµfÜpì QĀaì�ápä�¿j�caì
Funções quasiperiódicas, importantes 

em sistemas dinâmicos e teoria de 
quasicristais, podem ser estudadas 
usando generalizações de funções 
automórficas para grupos de rank 

superior.



Gpµpäa«�ĨafÜpì: FĀµfÜpì AĀø¾³¿ä��caì á-áj�caì

Nā³pä¾ì á-áj�c¾ì
Os números p-ádicos ;_p formam um 
sistema numérico alternativo aos 
números reais, baseado em uma 
noção de "proximidade p-ádica". 
Funções definidas nestes campos 
têm propriedades analíticas distintas 
das funções sobre os números reais 
ou complexos.

F¾ä³aì M¾jĀ«aäpì á-áj�caì
São generalizações de formas 
modulares clássicas ao contexto 
p-ádico. Incluem famílias p-ádicas de 
formas modulares e formas de Siegel, 
que têm sido fundamentais em 
desenvolvimentos recentes da teoria 
de números algébrica.

RpáäpìpµøafÜpì Ga«¾�ì�aµaì
As formas modulares p-ádicas estão 
intimamente conectadas a 
representações p-ádicas de grupos de 
Galois. Esta conexão é crucial para o 
estudo de extensões de Galois 
ramificadas apenas em um conjunto 
finito de primos.

A teoria de formas automórficas p-ádicas tornou-se uma área vibrante nas últimas décadas, especialmente após o trabalho pioneiro 
de Serre, Katz e Hida. As famílias p-ádicas de formas modulares fornecem um ambiente natural para estudar congruências entre 
formas modulares e para desenvolver a teoria de deformação de representações galoisianas.

Conceitos como formas p-ádicas supersingulares, formas overconvergentes e os espaços de Fontaine-Mazur têm desempenhado 
papéis importantes em avanços recentes da teoria de números, incluindo aspectos da reciprocidade de Langlands p-ádica.



FĀµfÜpì AĀø¾³¿ä��caì ì¾bäp C¾äá¾ì F�µ�ø¾ì

F¾ä³aì M¾jĀ«aäpì 
ì¾bäp C¾äá¾ì F�µ�ø¾ì
Estas são obtidas reduzindo 
formas modulares clássicas 
módulo um primo p. O estudo 
destas reduções modulo p foi 
iniciado por Serre e revela 
importantes propriedades 
congruenciais que não são 
evidentes na teoria complexa.

Vaä�pjajpì M¾jĀ«aäpì 
p³ Caäacøpä�ìø�ca 
P¾ì�ø�ėa
As variedades modulares 
(como curvas modulares) 
podem ser definidas sobre 
corpos finitos. Seus pontos 
sobre extensões finitas têm 
interpretações em termos de 
estruturas adicionais em 
objetos algébricos como 
curvas elípticas ou variedades 
abelianas.

C¾ääpìá¾µjuµc�a jp 
Laµ�«aµjì ì¾bäp 
C¾äá¾ì F�µ�ø¾ì
A versão da correspondência 
de Langlands para corpos de 
funções (como campos de 
funções de curvas sobre 
corpos finitos) foi 
demonstrada por Drinfeld e 
Lafforgue. Esta versão 
estabelece correspondências 
entre sheaves l-ádicos e 
representações automórficas.

Aá«�cafÜpì a C¿j��¾ì p 
Cä�áø¾�äa��a
As propriedades de curvas 
modulares sobre corpos 
finitos têm aplicações na 
construção de códigos 
corretores de erros de alta 
eficiência e em algoritmos 
criptográficos baseados em 
curvas elípticas.



Dpìpµė¾«ė�³pµø¾ Rpcpµøp: Tp¾ä�a jp M¾¾µì��µp

3

M¾µìøä¾Āì M¾¾µì��µp
Conexão surpreendente descoberta por 

McKay e Thompson entre o maior grupo 
finito simples esporádico (o grupo 

Monstro) e a função modular J. Os 
coeficientes da expansão em série de 

Fourier de J estão relacionados às 
dimensões das representações do grupo 

Monstro.

Vpäøpĝ Oápäaø¾ä A«�pbäaì
A prova da conjectura de Moonshine por 
Borcherds utilizou a teoria de álgebras de 
operadores vertex, estruturas matemáticas 
que surgem naturalmente em teoria de 
cordas e teoria conforme de campos.

Gpµpäa«�ĨafÜpì jp M¾¾µì��µp
Após o Monstrous Moonshine original, 
diversas generalizações foram 
descobertas, incluindo Mathieu Moonshine, 
Umbral Moonshine e Moonshine para 
grupos de Conway, cada uma revelando 
novas conexões entre grupos finitos e 
formas modulares.

C¾µpĝÜpì c¾³ F�ì�ca Tp¿ä�ca
A teoria de Moonshine tem profundas 

conexões com teoria de cordas, 
especialmente com teorias de cordas em 

orbifolds e com certos aspectos da 
correspondência AdS/CFT. Estas conexões 

continuam a inspirar desenvolvimentos 
tanto em física quanto em matemática.



C¾µ¥pcøĀäa jp M¾µìøä¾Āì M¾¾µì��µp p ìĀa Pä¾ėa

11978: Obìpäėafã¾ Iµ�c�a«
John McKay observa que 196884 = 196883 + 1, 

relacionando o segundo coeficiente da função J(q) = 
q^(-1) + 744 + 196884q + ... com a dimensão da 

representação não-trivial de menor dimensão do grupo 
Monstro.

2 1979: F¾ä³Ā«afã¾ ja C¾µ¥pcøĀäa
Thompson estende a observação para coeficientes 
superiores e Conway e Norton formulam a conjectura 
completa de "Monstrous Moonshine", propondo a 
existência de uma série infinita de representações do 
grupo Monstro cujas dimensões estão relacionadas 
aos coeficientes de J.

31984: C¾µìøäĀfã¾ ja "M¾¾µì��µp M¾jĀ«p"
Frenkel, Lepowsky e Meurman constroem Vn, uma 

álgebra de operador vertex de dimensão infinita com o 
grupo Monstro como grupo de automorfismos. Esta 

construção forneceu o objeto matemático conjectural 
previsto por Conway e Norton.

4 1992: Pä¾ėa á¾ä B¾äc�päjì
Richard Borcherds prova a conjectura de Monstrous 
Moonshine, usando uma combinação de teoria de 
álgebra de operador vertex, teoria de reticulados e 
formas automórficas generalizadas que ele chamou de 
"formas automórficas infinito-dimensionais". Este 
trabalho lhe rendeu a Medalha Fields em 1998.



Caì¾ì Eìápc�a�ì jp FĀµfÜpì AĀø¾³¿ä��caì

F¾ä³aì Maaìì
Descobertas por Hans Maass em 1949, estas são funções 
automórficas que não são holomorfas, mas são 
autofunções do operador de Laplace-Beltrami. Elas 
formam o complemento não-holomorfo à teoria clássica 
de formas modulares e desempenham um papel 
importante na teoria espectral.

F¾ä³aì jp Mp�¾ Ppì¾
Formas modulares de peso meio inteiro, como a função 
teta de Jacobi. Estas formas têm propriedades de 
transformação mais complicadas, envolvendo um "fator 
de multiplicação" dependente de um caráter. A teoria foi 
desenvolvida por Shimura e está relacionada a formas 
quadráticas e representações de inteiros como somas de 
quadrados.

F¾ä³aì Vpø¾ä�a�ì
Generalizações vetoriais de formas modulares, incluindo 
formas de Siegel e formas de Hilbert. Ao invés de valores 
escalares, estas formas assumem valores em espaços 
vetoriais, com leis de transformação 
correspondentemente mais complexas.

F¾ä³aì Haä³Áµ�caì Cāb�caì
Utilizadas por Bhargava em sua revolucionária teoria de 
campos de composição. Estas formas têm conexões 
surpreendentes com a teoria algébrica dos números e 
com a contagem de extensões de campos numéricos 
com grupo de Galois prescrito.



Funções » e j e suas Propriedades

Função Lambda (»)

A função » de Klein é uma função modular de nível 2 que 
mapeia o semiplano superior complexo para o plano complexo 
menos os pontos 0 e 1. Tem a propriedade notável de que »(Ç) 
representa o parâmetro na forma de Legendre de uma curva 
elíptica com período Ç.

Suas propriedades de transformação são: »(-1/Ç) = 1 - »(Ç) e 
»(Ç+1) = »(Ç)/(»(Ç)-1), refletindo a estrutura do grupo modular 
�(2).

Função j

A função j é a função modular principal para o grupo modular 
completo SL(2,Z). Ela gera o corpo de funções modulares e tem 
a propriedade de que j(Ç¡) = j(Ç¢) se e somente se Ç¡ e Ç¢ são 
relacionados por uma transformação modular.

A expansão de Fourier j(Ç) = q{¹ + 744 + 196884q + ... tem 
coeficientes que estão misteriosamente relacionados às 
dimensões das representações do grupo Monstro, fenômeno 
conhecido como Monstrous Moonshine.

Estas funções são fundamentais na teoria dos números algébrica, especialmente no estudo de curvas elípticas. O valor j(Ç) classifica 
o isomorfismo de curvas elípticas complexas, enquanto os valores singulares j(Ç) para Ç em campos quadráticos imaginários geram 
extensões abelianas desses campos, um resultado central na teoria de multiplicação complexa.



Pä¾b«p³aì Abpäø¾ì p³ Tp¾ä�a jp FĀµfÜpì 
AĀø¾³¿ä��caì

H�á¿øpìp jp 
R�p³aµµ 
Gpµpäa«�Ĩaja
A conjectura de que 
todos os zeros não-
triviais das funções L 
automórficas estão na 
linha crítica. Esta 
generalização da 
Hipótese de Riemann 
clássica permanece 
um dos problemas 
mais profundos da 
matemática.

Pä¾�äa³a jp 
Laµ�«aµjì 
C¾³á«pø¾
A demonstração 
completa das 
conjecturas de 
Langlands para todos 
os grupos redutivos e 
todos os corpos de 
números. Apenas 
casos especiais foram 
provados, apesar de 
progressos 
substanciais nas 
últimas décadas.

F¾ä³aì jp Maaìì 
p Tp¾ä�a Eìápcøäa«
Questões sobre a 
existência, distribuição 
e propriedades 
aritméticas dos 
autovalores e 
autofunções do 
operador de Laplace 
em superfícies 
hiperbólicas, 
particularmente para 
grupos aritméticos.

Tp¾ä�a jp 
M¾¾µì��µp a«q³ 
j¾ M¾µìøä¾
Compreender 
completamente as 
diversas 
generalizações da 
correspondência de 
Moonshine, incluindo 
Mathieu Moonshine, 
Umbral Moonshine e 
suas conexões com 
física teórica e 
geometria.



D�äpfÜpì áaäa PpìãĀ�ìaì FĀøĀäaì

Tp¾ä�a jp M¾¾µì��µp QĀâµø�ca
Explorar as conexões entre a teoria de Moonshine e sistemas quânticos, incluindo holografia quântica e teoria de 
informação quântica. Esta área promete revelar novas conexões entre matemática e física fundamental.

Aìápcø¾ì C¾³áĀøac�¾µa�ì Aėaµfaj¾ì
Desenvolver algoritmos mais eficientes para cálculos com formas automórficas em alta precisão e dimensões 
superiores. A computação quântica pode oferecer novas abordagens para problemas computacionalmente intensivos 
nesta área.

3
C¾µpĝÜpì c¾³ Iµøp«��uµc�a Aäø���c�a«
Aplicar técnicas de aprendizado de máquina para descobrir padrões em dados relacionados a formas modulares, 
potencialmente revelando relações matemáticas que seriam difíceis de detectar por métodos convencionais.

4

EĝøpµìÜpì Nã¾-Aäc��³pjaµaì
Desenvolver a teoria de funções automórficas sobre corpos não-arquimedianos mais gerais, incluindo extensões de 
campos p-ádicos e campos de funções em característica positiva, com aplicações em teoria de códigos e geometria 
aritmética.



Mqø¾j¾ì jp Aáä¾ĝ�³afã¾ NĀ³qä�ca áaäa FĀµfÜpì 
AĀø¾³¿ä��caì

0

2

4

6

Iteração Erro Método A Erro Método B Erro Método C

A computação eficiente de valores e coeficientes de funções automórficas apresenta desafios significativos devido à natureza 
transcendental destas funções. Métodos numéricos avançados são necessários para obter aproximações precisas que possam ser 
utilizadas em investigações teóricas e aplicações.

O gráfico acima compara a convergência de três métodos principais: séries de Fourier truncadas (Método A), métodos de colocação 
usando funções base bem escolhidas (Método B), e métodos baseados em propriedades de transformação modular (Método C). 
Observe como o Método B apresenta convergência significativamente mais rápida, especialmente nas iterações posteriores.



Fpääa³pµøaì C¾³áĀøac�¾µa�ì D�ìá¾µ�ėp�ì áaäa 
PpìãĀ�ìa

Iµ�äapìøäĀøĀäa jp C¾³áĀøafã¾
Clusters de computação de alto desempenho são 
essenciais para cálculos extensivos com formas 
modulares, especialmente para computação de 
expansões de Fourier em alta precisão ou para grandes 
quantidades de formas em espaços de dimensão elevada.

B�b«�¾øpcaì Eìápc�a«�Ĩajaì
Além dos sistemas completos de álgebra computacional, 
bibliotecas como MFTRACE (para traçado de valores de 
formas modulares), modforms (para SageMath) e CMF 
(Cohomological Modular Forms) fornecem 
funcionalidades específicas para pesquisadores na área.

Baìpì jp Daj¾ì
Recursos como LMFDB (L-functions and Modular Forms 
Database) e FindStat (para padrões estatísticos em 
objetos combinatórios) fornecem acesso a vastas 
coleções de dados pré-computados, facilitando a busca 
por padrões e testes de conjecturas.

P«aøa�¾ä³aì C¾«ab¾äaø�ėaì
Ambientes como CoCalc, Jupyter e plataformas de 
computação em nuvem possibilitam a colaboração em 
tempo real entre pesquisadores geograficamente 
dispersos, um aspecto cada vez mais importante na 
pesquisa matemática moderna.



B�b«�¾øpcaì p Pac¾øpì jp S¾�øĘaäp Rpc¾³pµjaj¾ì

Nome do Software Funcionalidades Principais Plataformas Suportadas

ModForms (SageMath) Cálculo com espaços de formas 
modulares, operadores de Hecke, 
expansões q

Linux, macOS, Windows

PARI/GP ModularForms Funções otimizadas para teoria de 
números e formas modulares

Linux, macOS, Windows

Magma ModularForms Bibliotecas abrangentes para formas 
automórficas

Linux, macOS, Windows

KFarey Visualização de tesselações 
hiperbólicas e domínios fundamentais

Linux, Windows

mpmath Aritmética de precisão arbitrária para 
cálculos numéricos

Multiplataforma (Python)

FunDomain Cálculo de domínios fundamentais para 
grupos fuchsianos

Linux, macOS

LFunctionDB Acesso à base de dados de funções L e 
formas modulares

Interface web

Esta tabela apresenta alguns dos principais pacotes de software utilizados na pesquisa em funções automórficas. A escolha do 
software depende da natureza específica do problema, das necessidades de precisão e das preferências do pesquisador quanto à 
interface e linguagem de programação.



RpcĀäì¾ì B�b«�¾�äá��c¾ì Eììpµc�a�ì
Tpĝø¾ì C«áìì�c¾ì
Obras fundamentais que estabeleceram a teoria, incluindo "Lectures on the 
Theory of Automorphic Functions" de Fricke e Klein, "Modular Forms" de 
Serge Lang e "Elliptic Functions" de Chandrasekharan. Estes trabalhos, 
embora antigos, contêm insights valiosos e abordagens que permanecem 
relevantes.

Tpĝø¾ì M¾jpäµ¾ì
"A First Course in Modular Forms" de Diamond e Shurman é uma excelente 
introdução acessível. Para tratamentos mais avançados, "Automorphic 
Forms and Representations" de Bump e "Automorphic Forms on GL(2)" de 
Jacquet e Langlands são referências essenciais. Estes textos incorporam 
desenvolvimentos recentes na notação e abordagem.

Aäø��¾ì jp Rp�päuµc�a
Artigos seminais incluem o trabalho de Langlands "Problems in the Theory 
of Automorphic Forms", o artigo de Conway e Norton sobre Monstrous 
Moonshine, e os trabalhos de Wiles e Taylor sobre modularidade de curvas 
elípticas. Conferências do ICM e publicações em Inventiones 
Mathematicae frequentemente contêm avanços importantes.



GäĀá¾ì jp PpìãĀ�ìa p C¾«ab¾äafÜpì Iµøpäµac�¾µa�ì

Cpµøä¾ì jp Eĝcp«uµc�a
Instituições como o Instituto 
Max Planck de Matemática 

(Alemanha), o IHES (França), o 
MSRI (EUA) e o IMPA (Brasil) 

são centros de referência para 
pesquisa em funções 

automórficas e teoria de 
números. Estes institutos 

frequentemente organizam 
programas temáticos e ano 

sabáticos dedicados a 
aspectos específicos da 

teoria.

GäĀá¾ì jp C¾«ab¾äafã¾
Iniciativas como o "Simons 
Collaboration on Arithmetic 

Geometry, Number Theory, and 
Computation" e "EPSRC 

Automorphic Forms Network" 
reúnem pesquisadores de 
múltiplas instituições para 

trabalhar em problemas 
específicos relacionados a 

formas automórficas.

Rpjpì Iµøpäµac�¾µa�ì
Programas como o "Research 

in Pairs" no Oberwolfach e 
iniciativas similares no CIRM 

(França) e BIRS (Canadá) 
facilitam colaborações 

intensivas de curta duração. 
Redes virtuais como o 

seminário "Number Theory 
Web" conectam pesquisadores 

globalmente.

F¾ä³afã¾ jp J¾ėpµì 
PpìãĀ�ìaj¾äpì

Escolas de verão como a 
"Arizona Winter School", "MSRI 
Summer School" e "Park City 

Mathematics Institute" 
desempenham papel crucial 

na formação da próxima 
geração de especialistas em 

funções automórficas.



C¾µ�päuµc�aì p W¾ä¨ì�¾áì Tp³áø�c¾ì

As conferências e workshops dedicados a funções automórficas e áreas relacionadas são eventos cruciais para o progresso da 
pesquisa. Eventos como o "Automorphic Forms Workshop" anual, a conferência "L-Functions and Automorphic Forms" (LFAF), o 
workshop "Automorphic Forms, Shimura Varieties, and L-functions" e encontros especializados em institutos como o MSRI oferecem 
oportunidades inestimáveis para apresentação de novos resultados, discussão de problemas abertos e formação de colaborações.

Muitas destas conferências publicam proceedings que servem como importantes recursos bibliográficos, documentando o estado da 
arte da pesquisa. Nos últimos anos, tem havido um aumento nos eventos híbridos e online, ampliando o acesso global a estas 
discussões especializadas.



Oportunidades para Estudantes e Jovens 
Pesquisadores

Programas de 
Graduação
Estudantes de graduação 
interessados em funções 
automórficas podem começar 
com programas de iniciação 
científica em teoria dos 
números ou análise complexa. 
Programas como o "Research 
Experiences for 
Undergraduates" (REU) nos 
EUA e programas similares em 
outros países oferecem 
experiências intensivas de 
pesquisa introdutória.

Programas de Pós-
Graduação
Instituições com forte tradição 
em teoria dos números e 
funções automórficas incluem 
Princeton, Harvard, Oxford, 
Paris, Bonn e USP. Bolsas 
específicas como as do 
Instituto Clay Mathematics e 
da NSF (EUA) oferecem 
suporte financeiro para 
estudantes nessas áreas.

Pós-Doutorado
Posições pós-doutorais em 
institutos como MSRI, IAS, 
IHES, Max Planck e IMPA 
oferecem ambientes ideais 
para jovens pesquisadores 
desenvolverem trabalho 
independente. Programas 
como "AIM SQuaREs" e 
"SLMath Research 
Communities" apoiam 
colaborações em estágio 
inicial.

Desenvolvimento de 
Carreira
Concursos como o "SASTRA 
Ramanujan Prize" e programas 
como "Young Researchers in 
Mathematics" destacam o 
trabalho de pesquisadores em 
início de carreira. Mentorias 
formais e informais dentro da 
comunidade matemática são 
cruciais para o 
desenvolvimento profissional.



C¾µc«Āìã¾: A Bp«pĨa p I³á¾äøâµc�a jaì FĀµfÜpì 
AĀø¾³¿ä��caì

Uµ���cafã¾ Maøp³áø�ca
Ponte entre diversas áreas matemáticas

2
Fpääa³pµøaì P¾jpä¾ìaì
Resolução de problemas clássicos

Iµìá�äafã¾ C¾µø�µĀa
Novas direções de pesquisa

4
Bp«pĨa Iµøä�µìpca
Harmonia entre forma e estrutura

As funções automórficas representam um dos mais belos capítulos da matemática moderna, onde a elegância estética se une ao 
poder explicativo. Sua teoria conecta áreas aparentemente distintas como geometria hiperbólica, análise complexa, teoria de grupos e 
teoria dos números, revelando uma harmonia profunda na estrutura matemática.

O estudo destas funções continua a inspirar novas gerações de matemáticos, levando a avanços surpreendentes e abrindo novas 
avenidas de investigação. Seja na resolução de problemas clássicos ou na descoberta de conexões inesperadas com a física teórica, 
as funções automórficas permanecem no coração da matemática contemporânea.
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Uma lista completa de referências, incluindo artigos de pesquisa específicos e recursos online, está disponível no site do projeto: 
www.ime.usp.br/~automorficas. Também recomendamos o repositório de artigos ArXiv, categoria math.NT, para acesso às 
publicações mais recentes na área.
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Eµė�p ìĀaì ápä�Āµøaì
Utilize o formulário online ou o 
aplicativo da conferência para enviar 
perguntas durante a sessão.

D�ìcĀììã¾ abpäøa
Após as perguntas iniciais, abriremos 
para discussão geral sobre os temas 
apresentados.

C¾µøaø¾ á¾ìøpä�¾ä
Questões adicionais podem ser 
enviadas por email. Respostas serão 
compartilhadas com todos os 
participantes.

Agradeço sua atenção durante esta apresentação sobre funções automórficas. O campo continua vibrante e repleto de questões 
fascinantes que aguardam novas gerações de matemáticos. Estou à disposição para esclarecer dúvidas, discutir aspectos 
específicos ou considerar possíveis colaborações em pesquisas futuras.

Para aqueles interessados em aprofundar seus estudos, recomendo os recursos mencionados anteriormente e estou disponível para 
sugerir caminhos de estudo personalizados de acordo com seus interesses específicos dentro deste vasto campo.



Sobre a Obra

Este conteúdo foi desenvolvido com o auxílio de Inteligência Artificial, passando por um rigoroso processo de edição e revisão 
humana para garantir máxima qualidade e precisão das informações apresentadas.

A ideia é proporcionar aqueles que buscam conhecimento através de um resumo claro e objetivo sobre o tema, contudo, a nossa 
visão poderá divergir e até mesmo se opor a obra especificada. De qualquer modo, a nossa missão é despertar o interesse no 
aprofundamento sobre tal tema e a busca por recursos complementares noutras obras pertinentes.

As imagens utilizadas são exclusivamente ilustrativas, selecionadas com propósito didático, e seus direitos autorais pertencem aos 
respectivos proprietários. As imagens podem não representar fielmente os personagens, eventos ou situações descritas.

Este material pode ser livremente reinterpretado, integral ou parcialmente, desde que citada a fonte e mantida a referência ao Canal.
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