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Funcoes Automorficas

Teoria Analitica dos Numeros

Bem-vindos a esta apresentacao sobre fungdes automorficas, um fascinante
campo da teoria analitica dos numeros. Ao longo desta jornada, exploraremos
os fundamentos matematicos, o contexto histérico e as aplicacdes modernas
destas funcdes extraordinarias que formam pontes entre diversas areas da
matematica e da fisica teodrica.

Esta apresentacao visa proporcionar tanto uma introduc¢ao acessivel para
iniciantes quanto insights valiosos para pesquisadores ja familiarizados com
o tema. Embarque conosco nesta exploracao do elegante mundo das fungdes
automorficas e suas profundas conexdes matematicas.
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Apresentacao do Palestrante e Objetivos da
Palestra

Sobre o Palestrante Objetivos da Palestra

Doutor em Matematica pela Universidade de Sao Paulo com Introduzir o conceito de funcdes automorficas e seu papel
pos-doutorado no Instituto Max Planck de Matematica na fundamental na teoria dos numeros.

Alemanha.

Examinar as conexdes entre fungdes automorficas e outras
Pesquisador com mais de 15 anos de experiéncia em teoria areas da matematica.

analitica dos numeros e fun¢des automorficas. o L _ _
Apresentar aplicagées modernas e dire¢des de pesquisa atuais.

Autor de diversos artigos publicados em periédicos . .
) ) ) ) ) ) Despertar o interesse por este rico campo de estudo.
internacionais de renome e do livro "Fundamentos da Teoria de

Funcdes Automorficas”.



O que sao Funcoes
Automorficas e Por Que
Estuda-las

Definicao Intuitiva Importancia Matematica
Funcdes automoérficas séo Elas formam pontes entre a
fungdes que permanecem geometria, analise complexa e
invariantes sob certas teoria dos numeros,
transformagdes geométricas. proporcionando ferramentas
Elas exibem um tipo especial de poderosas para resolver
simetria que as torna problemas classicos da
fundamentais em diversas areas matematica.

da matematica.

Aplicacoes Modernas

De teorias fisicas avancadas a problemas de criptografia, as funcdes
automorficas tém aplicacdes surpreendentes em campos cientificos
contemporaneos e tecnologia.

0 estudo das funcdes automorficas nos proporciona uma janela para
algumas das mais belas e profundas simetrias matematicas, revelando
conexoes inesperadas entre areas aparentemente distantes e fornecendo
insights sobre a propria estrutura dos numeros.




Contexto Historico: Origem e
Desenvolvimento do
Concelto

1 Século XIX - Raizes Iniciais

Os primeiros conceitos relacionados as fungdes automorficas
surgiram nos trabalhos sobre fun¢des elipticas e teoria das
equacoes diferenciais. Matematicos como Gauss e Abel
estabeleceram as bases tedricas necessarias.

2 Década de 1880 - Desenvolvimento Formal

Felix Klein e Henri Poincaré desenvolveram simultaneamente a
teoria formal de funcdes automoérficas, cada um com
abordagens ligeiramente diferentes mas complementares.

3 Inicio do Seculo XX - Consolidagao

Trabalhos de Fricke, Siegel e outros matematicos expandiram a
teoria, estabelecendo conexdes com formas modulares e teoria
dos numeros algébricos.

4 Meio do Seculo XX até Hoje - Moderna Teoria

O desenvolvimento da teoria de representacao e o programa de
Langlands estabeleceram as fung¢des automorficas como pecas
centrais da matematica moderna.



Os Pioneiros: Klein, Poincare e

Fricke

Felix Klein (1849-
1925)

Matematico alemao
que desenvolveu a
teoria através de seu
trabalho em geometria
nao-euclidiana e
transformacgdes. Seu
"Programa Erlangen”
forneceu um quadro
unificador para
diferentes geometrias
baseado em teoria de
grupos.

Henri Poincaré
(1854-1912)

Francés conhecido
como o "ultimo
universalista" da
matematica.
Desenvolveu
independentemente a
teoria de funcdes
automorficas, que
chamava de "funcodes
fuchsianas" em
homenagem a Lazarus
Fuchs, estabelecendo
as conexdes com
equacoes diferenciais.
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Robert Fricke
(1861-1930)

Discipulo de Klein que
sistematizou e
expandiu a teoria. Seu
trabalho em
colaboracao com Klein
resultou nos influentes
volumes "Vorlesungen
uber die Theorie der
automorphen
Funktionen®,
considerados textos
fundamentais.




Definicao Formal de Funcao Automorfica

f(x) Definicdo Matematica 20l Dominio Proprio OO Condicoes Adicionais
Uma funcao f(z) é dita automorfica O dominio de uma funcao Na pratica, exigimos que as
com respeito a um grupo discreto automorfica deve ser invariante fungdes automorficas sejam
G de transformacdes do plano sob a acao do grupo G, geralmente meromorfas (analiticas exceto em
complexo se f(gz) = f(z) para todo sendo o semiplano superior ou o polos isolados) e satisfagcam
g € Getodo zno dominio de f. disco unitario para grupos certas condi¢des de crescimento
fuchsianos. nos pontos de fronteira do
dominio.

Esta definicao formal captura a esséncia das fungdes automorficas: sao funcdes que respeitam certas simetrias descritas por um
grupo de transformacdes, mantendo sua estrutura analitica. E esta combinacdo de invariancia e analiticidade que torna estas funcées

tao poderosas.



Grupos Discretos de Transformacoes

Transformacoes de Mobius

<> Base das transformacdes utilizadas

Discretude

Propriedade fundamental

Subgrupos Relevantes

Formas especificas de interesse

Mecanismos de Acao

&

Como transformam o espaco

Um grupo de transformacgdes é considerado discreto quando, para qualquer ponto do espaco, sua orbita sob a agdo do grupo nao
possui pontos de acumulacao. Esta propriedade é crucial pois permite a construcao de dominios fundamentais bem definidos.

Os grupos discretos mais importantes para a teoria de funcdes automorficas sao os grupos fuchsianos e kleinianos, formados por
transformacgdes de Mobius que preservam certas regides do plano complexo ou da esfera de Riemann.



O Grupo Modular e suas Propriedades

Definicao
©

PSL(2,Z) = Transformacgdes z — (az+b)/(cz+d) com a,b,c,d inteiros e ad-bc=1

Geradores

GeradoporS:z—-1/zeT:.z— z+1

Dominio Fundamental

JAY . : : _
oo Regidao no semiplano superior delimitada por |z|=1 e
Re(z)=11/2

O grupo modular é possivelmente o exemplo mais importante e estudado de grupo discreto na teoria de fungdes automorficas. Sua
acao no semiplano superior complexo produz um padrao de ladrilhamento hiperbdlico que esta profundamente conectado com

propriedades dos numeros inteiros.

As formas modulares, que sao fungdes automorficas especificas para o grupo modular e seus subgrupos, tém amplas aplicagdes em
teoria dos numeros, incluindo a demonstrag¢ao do ultimo teorema de Fermat e o estudo das equacgdes elipticas.



Espaco Hiperbolico e Modelos de Geometria Nao-

Euclidiana

Geometria Hiperbolica

Geometria ndo-euclidiana onde a soma dos
angulos internos de um triangulo é menor
que 180°. Caracterizada por curvatura
negativa constante.

Conexao com Funcoes
Automorficas

As transformacdes que preservam a
geometria hiperbdlica sdo exatamente as
transformacdes de Mobius que formam os
grupos usados na teoria de funcgodes
automorficas.

o

Axioma de Paralelas

Na geometria hiperbdlica, por um ponto fora
de uma reta passam infinitas retas paralelas
a reta dada, contrariando o axioma
euclidiano.

Modelos Principais

Diferentes representagcdes matematicas da
mesma geometria: semiplano de Poincaré,
disco de Poincaré, modelo de Beltrami-Klein
e o hiperboloide.



O Semiplano Superior Complexo como Modelo

Definicao do Modelo Geodésicas Isometrias

O semiplano superior complexo H = {z No semiplano superior, as geodésicas As transformacgdes que preservam

€ C:Im(z) > 0} equipado com a (linhas "retas" no sentido hiperbélico) distancias no semiplano superior sao
métrica hiperbdlica ds? = (dx2 + sao semicirculos e linhas verticais exatamente as transformacodes de
dy?)/y?. Esta métrica torna H um perpendiculares ao eixo real. Estas Mobius da forma z — (az+b)/(cz+d)
espaco de curvatura constante curvas minimizam a distancia com a,b,c,d reais e ad-bc > 0,
negativa. hiperbdlica entre pontos. devidamente normalizadas.

O semiplano superior € 0 modelo mais frequentemente utilizado na teoria das fungdes automorficas, especialmente no estudo de
formas modulares. Sua vantagem reside na simplicidade algébrica das transformacgdes e na conexao natural com a teoria das fracoes
continuadas.



O Disco de Poincare como Modelo Alternativo

Definicao do Modelo Geodésicas

OdiscounitarioD={z€ C:|z| <1 ) o .
{ ; No disco, as geodésicas sao arcos de

equipado com a métrica hiperbdlica ds? O ) _ . .
circulos perpendiculares a fronteira do
= 4(dx2 + dy?)/(1-z2)2. R
) ) o§ disco, incluindo diametros como caso
Geometricamente equivalente ao _
_ _ especial.
semiplano superior.

Isometrias

Relacao com o Semiplano
As transformacdes preservando

i

A transformacao T(z) = (z-i)/(z+i) distancias €30 da forma z —

(az+b)/(bz+a) com |al?- |b]2 =1,

conhecidas como transformacdes de

@)

mapeia o semiplano superior para o
disco unitario, permitindo traduzir

resultados entre os dois modelos. o o o
Mobius especiais unitarias.



Transformacoes de Mobius e suas Propriedades

Definicao Propriedades Fundamentais
Uma transformacao de Mobius é uma fungao da forma: e Preservam angulos (conformes)
f(2) = (az + b)/(cz + d) e Mapeiam circulos em circulos (incluindo retas como

"circulos infinitos")

ao nu -bc # ~ . .
onde a, b, ¢, d sdo numeros complexos com ad - bc # 0. « S#o determinadas por imagens de 3 pontos

Estas transformacgdes formam um grupo sob composicao, o Podem ser decompostas em transformacgdes elementares:
isomorfo a PGL(2,0). translagdes, rotagdes, homotetias e inversao

As transformacdes de Mobius sao as ferramentas fundamentais na teoria das fungcdes automorficas. Seus subgrupos discretos,
como o grupo modular, definem as simetrias que caracterizam estas fungdes. A riqueza geométrica destas transformacdes permite
traduzir problemas algébricos para o dominio geométrico e vice-versa.



Classificacao das

o)
o

Transformacodes Elipticas =

Possuem exatamente dois pontos fixos na esfera de
Riemann, ambos em posic¢odes finitas. Sdo conjugadas a
rotacoes. Se vista como uma matriz 2x2, tem trago? <
4det.

Transformacoes Parabolicas %

Possuem exatamente um ponto fixo na esfera de
Riemann. Sao conjugadas a translacdes. Caracterizadas
por matriz com trago? = 4det.

ransformacoes de Mobius

Transformacgdes Hiperbolicas

Também possuem dois pontos fixos, mas atuam como
dilatagdes ao longo de uma geodésica. Sdo conjugadas a
homotetias. Em forma matricial, tém trago? > 4det.

Transformacoes Loxodromicas

Generalizacao das hiperbdlicas, combinam rotacao e
dilatacdo. Tém dois pontos fixos e sao caracterizadas por

matrizes cujo trago € nao-real quando normalizadas.



Dominios Fundamentais para Grupos Discretos

Definicao de Dominio
Fundamental

Um dominio fundamental para um
grupo discreto G agindo em um
espaco X é um subconjunto D de X tal
que: (1) as translagdes gD, g € G,
cobrem todo X; e (2) os interiores de
dominios distintos gD e g'D nao se
intersectam.

Importancia

O dominio fundamental serve como
uma "regiao fundamental" que, sob a
acao do grupo, gera todo o espaco.
Estudar fungdes no dominio
fundamental é suficiente para
entendé-las em todo o espaco, devido
a invariancia sob o grupo.

Propriedades Geometricas

Para grupos fuchsianos, dominios
fundamentais sao poligonos
hiperbdlicos. O numero de lados,
angulos e a area deste poligono estao
diretamente relacionados a estrutura
do grupo e sao invariantes
importantes.



Construcao de Dominios Fundamentais

Méetodo de Dirichlet

Escolha um ponto z, ndo
fixado por nenhum elemento
do grupo (exceto a
identidade). O dominio de
Dirichlet é definido como o
conjunto dos pontos mais
proximos de z, do que de
qualquer outro ponto g(z,) da
orbita, usando a distancia
hiperbdlica.

Meéetodo de Ford

Para grupos especificos como
0 grupo modular, é possivel
construir dominios
fundamentais usando circulos
isométricos - circulos onde
uma transformacgao de Mobius
preserva distancias. As
regioes exteriores a certos
circulos isométricos
determinam o dominio.

Méetodo de Cortes
Geodeésicos

Para superficies de Riemann,
podemos construir dominios
fundamentais cortando a
superficie ao longo de
geodésicas cuidadosamente
escolhidas até obter um
poligono simplesmente
conexo.

Refinamento e
Validacao

Ap0és construir um candidato a
dominio fundamental, é
necessario verificar se ele
satisfaz as propriedades
matematicas requeridas,
como o pareamento correto
dos lados e a soma adequada
dos angulos nos vértices.



Grupos Fuchsianos: Definicao e Exemplos

Definicao Exemplos Classicos

Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto do grupo de 1. Grupo modular PSL(2,Z) e seus subgrupos de congruéncia

isometrias do plano hiperbdlico. Equivalentemente, € um grupo Grupos ariméticos derivados de formas quadraticas

discreto de transformacgdes de Mobius que preservam o _ .
Grupos triangulares (p,q,r) gerados por reflexdes

semiplano superior ou o disco unitario.

I

Grupos de superficie associados a superficies de Riemann
Estes grupos, nomeados em homenagem a Lazarus Fuchs,

formam a base para o estudo de fungcdes automorficas no
plano.

Os grupos fuchsianos tém uma rica estrutura geomeétrica e algébrica. Seu estudo conecta a teoria de grupos, geometria hiperbélica,
superficies de Riemann e teoria dos numeros. A classificagdo completa destes grupos e das fungdes automorficas associadas a eles
permanece um dos grandes desafios da matematica moderna.



Grupos Kleinianos: Extensao ao Espaco
Tridimensional

Ea Definicio
Grupos kleinianos sao subgrupos discretos de PSL(2,0), o grupo de transformacdes de Mdbius que agem na esfera de
Riemann. Eles generalizam os grupos fuchsianos para o ambiente complexo mais amplo.

Espaco de Acao

Estes grupos atuam no espaco hiperbdélico tridimensional H3, cuja fronteira € a esfera de Riemann. Sua acao pode ser
visualizada como isometrias do modelo de meia-espag¢o ou do modelo da bola de Poincaré em 3D.

r Conjunto Limite

O conjunto limite de um grupo kleiniano é um objeto fractal na esfera de Riemann, sendo o conjunto de pontos de acumulagao

das orbitas. Sua dimensao de Hausdorff € um invariante importante do grupo.

Os grupos kleinianos representam uma fascinante conexao entre a analise complexa, a geometria tridimensional e a teoria de
sistemas dinamicos. O estudo de suas propriedades ergddicas e dos quocientes H3/G conduz a teoria de variedades hiperbdlicas

tridimensionais, central na topologia moderna.



A Teoria de Formas Modulares

Formas Modulares de Peso k

j Classes especiais de fungdes automorficas

Condicoes de Holomorfia

Comportamento nas cuspides

Estrutura Algebrica

Anéis e modulos de formas

Expansoes de Fourier
£

Coeficientes e aplicagdes

As formas modulares constituem uma subclasse especial de funcdes automorficas que satisfazem condicdes adicionais de
transformacao. Para um inteiro positivo k, uma forma modular de peso k é uma funcao holomorfa f no semiplano superior que
satisfaz f((az+b)/(cz+d)) = (cz+d)k f(z) para todas as transformacdes no grupo modular.

Além disso, uma forma modular deve ser "bem-comportada" nas cuspides, pontos na fronteira do semiplano superior que sao pontos

fixos de transformacdes parabolicas no grupo. Esta condi¢ao técnica permite classificar as formas em tipos como formas cuspidais e
séries de Eisenstein.



Series de Eisenstein e suas Propriedades

(] Definigdo Classica -

Para k = 4 par, a série de Eisenstein
G_k(z) é definida como
2_{(m,n)#(0,0)} 1/(mz+n)"k,
somada sobre todos os pares de
inteiros (m,n) exceto (0,0). Esta
série converge absolutamente e
define uma forma modular de peso
k.

Expansao de Fourier

G_k(z) = 27(k) + 2(2mi)*k/T (k)

> _{n=1}*0c0 o_{k-1}(n)g*n, onde q =
eM2miz}, o_{k-1}(n) é a soma das
poténcias (k-1)-ésimas dos
divisores de n, e (k) é a funcao
zeta de Riemann.

Importancia Estrutural

As séries de Eisenstein geram o
espaco complementar as formas
cuspidais no espaco de todas as
formas modulares. Junto com as
formas cuspidais, elas fornecem
uma base para o espag¢o completo
de formas modulares.

As séries de Eisenstein sao exemplos concretos e computaveis de formas modulares, tornando-as ferramentas essenciais na teoria.

Suas conexdes com a fungao zeta de Riemann e com somas de divisores revelam profundas relacdes entre funcdes automoérficas e

teoria dos nimeros.



Formas Cuspidals e sua Importancia

Definicao

Uma forma modular f(z) de peso k é
chamada de forma cuspidal se ela se
anula em todas as cuspides, ou
equivalentemente, se o termo
constante de sua expansao de Fourier
€ zero em cada cuspide.

Propriedades Analiticas

As formas cuspidais decaem
exponencialmente quando se
aproximam das cuspides, tornando-as
integralmente quadrado-integraveis no
dominio fundamental. Elas formam
um espaco de Hilbert com um produto
interno natural.

Relevancia Aritmética

Os coeficientes de Fourier das formas
cuspidais carregam informacgdes
aritméticas profundas. Eles estao
relacionados a representacdes de
nuameros por formas quadraticas,
contagens de pontos em curvas
elipticas e muitos outros objetos
numero-tedricos.

As formas cuspidais sao consideradas o "coragao’ da teoria de formas modulares. Enquanto as séries de Eisenstein tém uma
construcgao relativamente direta, as formas cuspidais sao mais misteriosas e carregam informagdes mais sutis. Exemplos
importantes incluem a fungéo delta de Ramanujan A(z) e as formas associadas a curvas elipticas na prova do Ultimo Teorema de
Fermat.



Operadores de Hecke e sua Atuagao sobre Formas
Modulares

Definicao dos Operadores Propriedades Fundamentais

Para cada numero natural n, o operador de Hecke T_n é definido Os operadores T_n comutamentre si: T_mET_n=T_nK T_m
como uma transformacao linear que atua no espaco de formas « Preservam o espaco de formas cuspidais

modulares. Para uma forma f(z) de peso k, temos: - - . .
(z) dep e Sao hermitianos com respeito ao produto interno de

T_nf(z) = n*(k-1) Z_{ad=n, O<b Petersson

o Satisfazem relagdes multiplicativas: T_m T_n =
> _{dlgcd(m,n)} d*(k-1) T_(mn/d?) quando m e n sdo
coprimos

Esta definicao pode ser reinterpretada em termos de
correspondéncias no espago modular.

Os operadores de Hecke sao ferramentas essenciais na teoria de formas modulares. Sua comutatividade permite encontrar bases de
autofungdes comuns a todos os operadores. As formas modulares que sao autoformas para todos os operadores de Hecke,
chamadas formas de Hecke, tém propriedades aritméticas particularmente boas em seus coeficientes de Fourier.



Produtos L e suas Relacoes com Formas

Automorficas

Definicao de Produtos L

Para uma forma modular f(z) =X a_n
g*n, a fungéo L associada é definida
como L(s,f) =% a_n/ n*s, onde a soma
converge absolutamente para Re(s)
suficientemente grande.

Hipotese de Riemann

Conjectura-se que todos os zeros da
funcao L completa estao na linha critica
Re(s) = k/2, generalizando a hipétese de

Riemann cléssica.

L@

A
L4

Continuacao Analitica

As funcdes L associadas a formas
automoérficas possuem continuagao
analitica para todo o plano complexo,
com excecao de possiveis polos.

Equacao Funcional

Elas satisfazem uma equacao funcional
relacionando L(s,f) e L(k-s,f), onde k é o
peso da forma, refletindo uma simetria

fundamental.



Series de Dirichlet e Funcao Zeta de Riemann

1737 1859 0

Ano da Prova de Euler Ano do Trabalho de Riemann Numero de Zeros
Ano em que Euler provou que £ 1/n2? = Bernhard Riemann publicou seu unico A funcgao zeta possui infinitos zeros na
Ti2/6, relacionando a fungao zeta com artigo sobre teoria dos numeros, faixa critica, com profundas implicacdes
constantes fundamentais revolucionando o entendimento da para a distribuicdo dos numeros primos

distribuicao dos numeros primos

A funcgéo zeta de Riemann, definida como ¢(s) = = 1/n*s para Re(s) > 1, é o exemplo mais fundamental de fungéo L. Sua continuagao
analitica para todo o plano complexo e a equacgéo funcional que relaciona (s) e Z(1-s) foram estabelecidas por Riemann.

Mais geralmente, as séries de Dirichlet L(s) = £ a_n/n”s onde a_n sao coeficientes aritméticos de interesse, formam uma classe de
fungdes analiticas intimamente ligadas as formas automorficas. A teoria moderna visa estabelecer correspondéncias entre tais séries
e formas automorficas, permitindo usar métodos analiticos para resolver problemas aritméticos.



Congruencias entre Formas Modulares

1 Definicao de Congruéncia

Duas formas modularesf=%a_ng*neg=Xb_ng*nsao
congruentes moédulo um primo p se a_n = b_n (mod p)
para todo n. Esta nocao pode ser generalizada para ideais
em anéis de inteiros algébricos.

3 Congruéncias de Tipo Ramanujan

Sao congruéncias da forma a(2p) = 0 (mod p) para algum
primo {. Essas congruéncias tém implicagdes profundas
na teoria de representacdes galoisianas associadas a
formas modulares.

Formas de Ramanujan

A funcdo delta de Ramanujan A(z) = q M (1-g*n)*24
apresenta congruéncias surpreendentes. Por exemplo,
para o coeficiente t(n), temos t(n) = 0,,(n) (mod 691),
relacionando-o a funcao soma de divisores.

Implicacoes Aritmeticas

As congruéncias entre formas modulares revelam
estruturas ocultas nos numeros inteiros e sao
fundamentais na teoria de deformacgoes de
representacdes galoisianas, base da demonstragao do
Ultimo Teorema de Fermat.



Aplicacoes a Teoria dos Numeros: Representacao

de Inteiros

Problema de Waring

Determinar se todo inteiro positivo pode ser escrito como soma
de um numero fixo de poténcias k-ésimas. A funcao geradora
para somas de poténcias esta relacionada a formas modulares.

A teoria de formas modulares fornece estimativas assintoticas
precisas para o numero de representagdes, permitindo resolver
o problema para poténcias suficientemente grandes.

Funcoes de Particao

A funcdo p(n) que conta o nimero de maneiras de expressar n
como soma de inteiros positivos esta intimamente relacionada
a formas modulares especificas.

Ramanujan descobriu congruéncias surpreendentes como
p(5n+4) = 0 (mod 5) usando propriedades de formas
modulares. A funcdo geradora de p(n) é uma forma modular de
peso fracionario quando adequadamente modificada.

A teoria de formas modulares fornece uma poderosa abordagem para problemas de contagem de representag¢des de nimeros

inteiros por diversas formas. Os coeficientes de Fourier de formas modulares especiais frequentemente contam o numero de
solucdes de equacgdes diofantinas especificas, estabelecendo uma ponte entre a analise complexa e a teoria dos nimeros.



Numeros de Classes e Formas Quadraticas

Formas Quadraticas
Binarias
Expressodes da forma ax? + bxy
+ cy? onde a, b, ¢ sdo inteiros.
Classificadas pelo
discriminante D = b2 - 4ac.
Duas formas sao equivalentes
se uma pode ser transformada
na outra por uma substituicao
linear de determinante 1.

Numero de Classes

O numero de classes h(D) é o
numero de formas quadraticas

binarias primitivas de
discriminante D, a menos de
equivaléncia. Este numero é
finito e carrega informacgoes
fundamentais sobre campos
quadraticos.

Funcgoes Teta

Para uma forma quadratica Q,

a funcao teta 6_Q(z) = X e*(2mi

Q(m,n)z) é uma forma modular
de peso 1 para discriminantes

negativos. A combinacgao

destas funcdes para diferentes
formas na mesma classe de
equivaléncia esta relacionada

ao numero de classes.

Formulas de Classe

Através da teoria de formas
modulares, foram
desenvolvidas formulas
explicitas para calcular h(D),
conectando numeros de
classes com valores especiais
de fungdes modulares.



Problema dos Numeros Primos e Formas
Automorficas

Teorema dos Numeros Funcoes L e Distribuicao de Conjectura de Sato-Tate
Primos Primos Esta conjectura, recentemente

O teorema afirma que m(x), o nimero Generalizagdes do teorema dos provada, descreve a distribuicdo

de primos menores ou iguais a x, se numeros primos para primos em estatistica dos coeficientes de formas
comporta assintoticamente como progressdes aritméticas envolvem modulares associadas a curvas
x/log(x). A demonstracdo moderna funcdes L de Dirichlet. A teoria de elipticas. Sua demonstragao utilizou
usa a auséncia de zeros da funcao formas automorficas fornece formas automoérficas em grupos mais
zeta na regido Re(s) = 1. ferramentas para estudar estas gerais.

funcdes L e suas propriedades
analiticas.

As formas automorficas tém um papel crucial na compreensao da distribuicdo dos numeros primos. Através da teoria das fungdes L,
elas fornecem informacdes sobre padrdes sutis que os nimeros primos seguem. A correspondéncia de Langlands conecta
representacoes galoisianas, que codificam informacdes sobre nimeros primos, com formas automorficas, que tém propriedades

analiticas trataveis.



Funcoes L de Dirichlet e sua Importancia

Caracteres de Dirichlet

Sao fungdes x: Z — C completamente multiplicativas, periddicas e tais que x(n) = 0 se e somente se gcd(n,q) > 1, onde
g € o mdodulo do carater. Eles generalizam o simbolo de Legendre da teoria de residuos quadraticos.

Definicao da Funcao L

Para um carater de Dirichlet x, a funcao L associada é definida como L(s,x) = X x(n)/n”s para Re(s) > 1. Quando x é o
carater trivial, recuperamos a funcéo zeta de Riemann (a menos de um fator simples).

Propriedades Analiticas

As funcodes L de Dirichlet possuem continuagéo analitica para todo o plano complexo, com a possibilidade de um polo
simples em s = 1 apenas para o carater trivial. Elas satisfazem equacgdes funcionais relacionando L(s,x) e L(1-s,X).

Aplicacoes na Teoria dos Numeros

O ndo-anulamento de L(1,x) para caracteres ndo-triviais é equivalente ao teorema de Dirichlet sobre primos em
progressodes aritméticas. Valores especiais dessas fung¢des estao relacionados a numeros de classe de campos
numeéricos e a teoremas de reciprocidade mais profundos.



A Conjectura de Langlands: Uma Visao Geral

Q

Principio Unificador

A conjectura de Langlands propde uma
correspondéncia profunda entre
representacdes de grupos de Galois (lado
aritmético) e formas automoérficas ou
representacoes de grupos adélicos (lado
analitico). Essencialmente, busca traduzir
questdes aritméticas dificeis em
problemas analiticos mais trataveis.
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Estrutura Abrangente

Nao € uma conjectura unica, mas um
vasto programa de conjecturas
interligadas que abrangem diferentes
grupos e tipos de corpos. O caso mais
simples ja conhecido é a teoria de corpos
de classes, mas a conjectura se estende a
situagcoes muito mais gerais.

=

Ferramenta Fundamental

A correspondéncia de Langlands é
considerada uma das ideias mais
profundas da matematica moderna, com
implicacdes para teoria dos numeros,
geometria algébrica, teoria de
representacao e até fisica tedrica.

Proposto por Robert Langlands em 1967, este programa busca estabelecer uma ponte fundamental entre a teoria dos numeros e a

analise harmonica. Através desta correspondéncia, problemas sobre equagdes diofantinas e propriedades de nimeros primos podem
ser abordados usando a teoria de representacgao e analise em grupos topoldgicos, abrindo novas perspectivas para questdes

matematicas classicas.



Programa de Langlands e sua Relevancia Atual

Desenvolvimento Historico

De ideia visionaria a paradigma dominante

Casos Estabelecidos

Provas parciais e evidéncias acumuladas

Impacto Interdisciplinar

13

Conexdes com fisica tedrica e geometria

Direcoes Futuras

D

Generalizacdes e novos horizontes

Nas ultimas décadas, o Programa de Langlands emergiu como um dos campos de pesquisa mais ativos e influentes na matematica
pura. Alguns dos avangos mais notdveis incluem a demonstracdo da modularidade de curvas elipticas (crucial para a prova do Ultimo
Teorema de Fermat), a correspondéncia local de Langlands para GL(n) e avangos substanciais na correspondéncia global.

Atualmente, areas de intensa pesquisa incluem o Programa de Langlands Geométrico, que reformula as conjecturas no contexto da
geometria algébrica, e o Programa de Langlands p-adico, que explora conexdes com a teoria de Hodge p-adica e a cohomologia étale.



Teoria de Corpos de Classes

O caso mais simples da correspondéncia relaciona
caracteres unidimensionais do grupo de Galois absoluto
de um corpo de nimeros com formas automorficas no
grupo GL(1). Esta é essencialmente a teoria de corpos de
classes, desenvolvida antes de Langlands, que descreve
as extensoes abelianas de um corpo numérico.

Correspondéncia Local para GL(n)

Para corpos locais (como Q_p), a correspondéncia entre
representagoes n-dimensionais do grupo de Weil-Deligne
e representagdes admissiveis irredutiveis de GL(n) foi
provada por Harris-Taylor e Henniart, representando um
dos maiores avangos no programa.

Exemplos de Correspondéencia de Langlands

Formas Modulares e Representacoes de
Dimensao 2

Para GL(2) sobre Q, a correspondéncia relaciona formas
modulares classicas com representacdes galoisianas
bidimensionais. A teoria de Eichler-Shimura e os trabalhos
de Deligne estabeleceram esta correspondéncia, que foi
crucial para a prova do Ultimo Teorema de Fermat.

Casos de Grupos Excepcionais

Progressos recentes incluem a compreensao de casos
envolvendo grupos algébricos excepcionais como Eg,
demonstrando a rica estrutura matematica subjacente as
conjecturas de Langlands.



Grupos de Galois e Representacoes Automorficas

Grupos de Galois Absolutos

O grupo de Galois absoluto Gal(Q/Q) é o objeto central no lado
aritmético da correspondéncia de Langlands. Suas
representagdes de dimensdo n em GL(n,C) codificam
informacodes profundas sobre extensdes de campos numeéricos
e suas propriedades aritméticas.

Um aspecto notavel é que, apesar de ser um grupo profinito
extremamente complicado, suas representa¢des podem ser
estudadas através de objetos analiticos como formas
automorficas.

Representacoes Automorficas

No lado analitico temos representag¢des automorficas, que sao
componentes irredutiveis da decomposicao do espaco
L2(G(F)\G(A)) para um grupo reductivo G. Aqui, F € um corpo
global e A seu anel adélico.

A teoria de representacao de grupos adélicos fornece
ferramentas poderosas para estudar estas representagoes,
incluindo a formula dos tracos de Selberg-Arthur que relaciona
dados espectrais com dados geométricos.

A correspondéncia de Langlands propde uma bijecao entre certas representag¢des galoisianas n-dimensionais e representacdes

automorficas cuspidais em GL(n). Esta correspondéncia deve preservar dados locais (via correspondéncia local) e funcdes L (via

equacao de igualdade das fungdes L).



Funcoes Teta e Identidades Relacionadas

LS
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Funcao Teta de Jacobi

A funcao teta de Jacobi é definida como 8(z,1) = Z_{n=-
oo} 0o eA(Tin2t + 2minz). Para z = 0, obtemos a fungao teta
classica 6(t) = < e*(min?T), que conta representacdes de
inteiros como somas de quadrados.

Funcoes Teta Generalizadas

Generalizagdes incluem fungdes teta associadas a
reticulados em dimensodes superiores e a formas
quadraticas gerais. Estas generalizagdes sao importantes
em teoria dos cédigos, empacotamento de esferas e
teoria dos numeros.

Formula de Transformacao

Uma propriedade fundamental é a férmula de
transformacao: 6(-1/1) = v(-it) - 6(T), que expressa o
comportamento da fung¢do sob transformacodes
modulares. Esta propriedade a torna uma forma modular
de peso 1/2 quando devidamente normalizada.

ldentidades Notaveis

As funcgdes teta satisfazem inumeras identidades
surpreendentes, incluindo as identidades de Jacobi, as
identidades pentagonais de Ramanujan e as relagdes com
as funcdes modulares de Klein.



Funcoes Automorficas de Varios Parametros

Formas Automorficas em Formas de Siegel Formas de Hilbert e Formas

Varios Parametros Sl fretes relereig e cEpEEs de Siegel-Hilbert

GeneralizacOes das funcdes de Siegel (matrizes simétricas nxn As formas de Hilbert sdo funcdes
automorficas classicas para fungdes com parte imaginaria positiva automorficas associadas a campos
de varias variaveis complexas. Estas definida) invariantes sob o grupo totalmente reais, enquanto as formas
funcdes satisfazem condicdes de simplético. Generalizam as formas de Siegel-Hilbert combinam aspectos
invariancia sob grupos discretos modulares classicas e estao das formas de Siegel e Hilbert,
agindo em dominios complexos relacionadas a fungdes teta de estudando fungdes em produtos de
multidimensionais, como o espaco de reticulados e formas abelianas. espacos de Siegel.

Siegel ou dominios simétricos
limitados.

0 estudo das funcdes automorficas de varios parametros enriquece significativamente a teoria, conectando-a com a geometria de
variedades de Shimura, a teoria de Hodge e a geometria algébrica. Essas generalizagbes sao ferramentas essenciais no programa de

Langlands, especialmente ao considerar grupos além de GL(n).



Espacos de Teichmuller e sua Relacao com
Funcoes Automorficas

Definicao dos Espacos
de Teichmuller

O espacgo de Teichmiiller T_g
parametriza estruturas
complexas em superficies de
Riemann de género g, a menos
de difeomorfismos isotdpicos
a identidade. E um espaco
contratil de dimenséao real 6g-6
(para g > 1) que serve como
espaco de deformacao
universal para superficies de
Riemann.

Acao do Grupo
Modular

O grupo modular (ou grupo de
mapeamento) Mod_g age no
espaco de Teichmiuiller. Esta
acao nao é livre, mas o
quociente M_g =T_g/Mod_g é
0 espaco de moduli de
superficies de Riemann, um
orbifold complexo que
parametriza classes de
isomorfismo de superficies de
Riemann.

Conexao com Grupos
Fuchsianos

Pelo teorema de
uniformizacao, toda superficie
de Riemann de género g > 1
pode ser representada como
um quociente do semiplano
superior por um grupo
fuchsiano. O espaco de
Teichmiiller pode ser visto
como um espacgo de
deformacao de grupos
fuchsianos, estabelecendo a
conexao com as fungoes
automorficas.

Dinamica no Espaco de
Teichmuller

O estudo do fluxo geodésico e
outros sistemas dinamicos no
espaco de Teichmiiller,
desenvolvido por Thurston,
Masur, Veech e outros, levou a
importantes avancgos na teoria
ergddica e seus vinculos com
superficies de Riemann.



Deformacoes de Funcoes Automorficas

Teoria de Deformacao

A teoria de deformacao estuda como as fung¢des automorficas
variam a medida que os parametros do grupo discreto
subjacente sao modificados continuamente. Isto esta
intimamente relacionado com a teoria de Teichmiuiller e a teoria
de espacgos de moduli.

A deformacao de fungdes automorficas pode ser estudada
através da teoria de cohomologia: o espago tangente as
deformacdes é frequentemente identificado com um grupo de
cohomologia apropriado.

Aplicacoes e Exemplos

Um exemplo importante é a familia de fungdes J-invariante
parametrizada pelo espacgo de Teichmuiller. Conforme o grupo
fuchsiano é deformado, a fungcao automoérfica associada muda,
tracando uma familia holomorfa de funcgoes.

A teoria de deformagao desempenha um papel crucial no
estudo das formas modulares p-adicas e nas congruéncias
entre formas modulares. E também fundamental na teoria de
levantamento modular e nos mdédulos de Galois que surgem na
teoria de deformacao de Galois de Mazur.

As deformacoes de funcdes automorficas fornecem uma ponte entre a geometria complexa e a teoria de nimeros, permitindo

estudar como variam os invariantes aritméticos conforme as estruturas complexas sao deformadas. Esta perspectiva foi crucial em

avancos como a prova da conjectura de Shimura-Taniyama-Weil e, consequentemente, do Ultimo Teorema de Fermat.



Aspectos Computacionais: Calculo de Coeficientes
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Desafios Computacionais

O calculo explicito dos coeficientes de Fourier de formas modulares e automérficas enfrenta desafios significativos
devido a complexidade das definicdes e a rapida taxa de crescimento de muitos desses coeficientes.

Metodos Analiticos

Para formas especificas como a funcao delta de Ramanujan, relacdes recursivas como a férmula de Ramanujan-Serre
permitem calcular coeficientes de forma eficiente. Estas relagdes derivam da ag¢ao dos operadores de Hecke.

Uso de Relacoes Modulares

A estrutura algébrica dos espacgos de formas modulares, como a existéncia de bases formadas por produtos de séries
de Eisenstein, permite decompor formas complexas e calcular seus coeficientes via algebra linear.

Tecnicas Numericas Avancadas

Métodos modernos incluem aproximag¢ao numeérica via transformada rapida de Fourier, integracdo numérica de alta
precisao e uso de relacdes estabelecidas pela correspondéncia de Langlands para inferir coeficientes via
representacoes galoisianas.



Implementacoes Algoritmicas em Sistemas de
Algebra Computacional

J—
||| PARI/GP @ SageMath Magma LMFDB
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Sistema especializado Plataforma de codigo Sistema comercial O "L-functions and
em teoria dos numeros aberto que integra com poderosas Modular Forms
com fungoes diversos pacotes implementacgdes para Database" ndao é um
dedicadas para matematicos, formas modulares e sistema de algebra
calculos com formas oferecendo um automorficas, incluindo computacional, mas
modulares, incluindo ambiente unificado algoritmos eficientes uma vasta base de
operadores de Hecke, para calculos com para subgrupos de dados de objetos
expansoes de Fourier e formas modulares, congruéncia e curvas matematicos
valores especiais de espacos de modulares modulares. relacionados a formas
funcoes L. e grupos fuchsianos. modulares, fungdes L e

outros objetos
automorficos.

Estes sistemas tém revolucionado a pesquisa em fungdes automoérficas, permitindo experimentacao numérica, verificacao de
conjecturas e descoberta de novos padroes. O desenvolvimento de algoritmos eficientes para computar com formas modulares
tornou-se um campo de pesquisa por direito proprio, na interse¢cao da teoria dos numeros, analise complexa e ciéncia da computagao.



Visualizacao de Grupos e Dominios Fundamentais

A visualizacao tem um papel crucial no estudo de grupos discretos e seus dominios fundamentais, permitindo intuicdes geomeétricas
sobre estruturas matematicas abstratas. Técnicas modernas de computacao grafica e realidade virtual tém possibilitado novas
formas de explorar e compreender estes objetos.

Ferramentas de software como NonEuclid, KaleidoTile e 0 médulo de geometria hiperbolica do SageMath permitem a criagao de
visualizagOes interativas de tesselacdes hiperbdlicas e dominios fundamentais. Estas representacdes visuais sao valiosas tanto para
pesquisa quanto para ensino, tornando conceitos abstratos mais acessiveis.



Aplicacoes em Fisica Teorica: Teoria de Cordas
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Compactificacoes em Teoria de Cordas

Na teoria de cordas, seis das dez dimensdes espaciais
sao "compactificadas" em variedades Calabi-Yau. A
estrutura modular destas compactificagdes esta
relacionada a formas automorficas, que aparecem em
funcdes de particao e amplitudes de espalhamento.

Teoria de Moonshine

A correspondéncia monstrous moonshine, relacionando o
grupo monstro as propriedades da fungao J, tem
interpretacdes em teoria de cordas, onde certos espacos
de Hilbert de teorias de campos conformes exibem
estruturas modeladas pelo grupo monstro.

Dualidades e Simetrias Modulares

As dualidades S e T em teoria de cordas formam um
grupo isomorfo a SL(2,Z), o grupo modular classico. Esta
conexao revela que amplitudes fisicas devem se
transformar como formas modulares sob estas
dualidades.

Correspondéncia AAS/CFT

Nesta correspondéncia, certos invariantes de teorias
quanticas de campo conformes estao relacionados a
calculos em teorias de gravidade. Formas automorficas
surgem naturalmente na construgao de solugdes para as
equacoes de Einstein em espagos AdS.



Aplicacoes em Fisica Teorica: Teoria Quantica de

Campos

Funcoes de Correlacao

Em teorias quanticas de campos superconformes, certas

funcdes de correlagao exibem propriedades de modularidade.

Isto é especialmente evidente na correspondéncia AdS/CFT,
onde a invariancia modular reflete simetrias fundamentais da
teoria fisica.

A estrutura de polos e residuos destas funcdes de correlacao
frequentemente revela conexdes com formas automorficas
especificas, como séries de Eisenstein generalizadas.

Solitons e Instantons

As solucdes de instantons em teorias de gauge sao
classificadas por numeros topoldgicos, e os espagos de moduli
destas solugdes tém propriedades modulares. Em alguns casos,
as funcoes de particao contando estas solucdes sao
precisamente formas automorficas.

A correspondéncia com formas automorficas permite fazer
previsdes nao-perturbativas sobre o comportamento de teorias
quanticas de campos, revelando estruturas ocultas que nao sao
evidentes na abordagem perturbativa tradicional.

A moderna teoria quantica de campos, especialmente em suas vertentes matematicas, faz uso extensivo da teoria de formas

automorficas. Esta conexao tem sido mutuamente benéfica: ideias da fisica tém inspirado novos desenvolvimentos matematicos,

enquanto resultados da teoria de formas automoérficas tém fornecido insights profundos sobre a estrutura das teorias fisicas.



Simetrias em Sistemas Dinamicos e Funcoes

Automorficas

Sistemas Hamiltonianos

Em sistemas hamiltonianos integraveis,
as trajetorias estao confinadas a toros
invariantes. A teoria KAM (Kolmogorov-
Arnold-Moser) estuda a persisténcia
destes toros sob perturbacgoes, e
fungdes automorficas surgem na
analise das ressonancias.

Funcoes Quasiperiodicas

Funcgdes quasiperiodicas, importantes
em sistemas dindmicos e teoria de
quasicristais, podem ser estudadas
usando generalizagoes de funcdes

automorficas para grupos de rank
superior.

X

Fluxos Geodésicos

O fluxo geodésico em superficies de
curvatura constante negativa € um
exemplo paradigmatico de sistema
caotico. Este fluxo pode ser analisado
via teoria espectral de operadores de
Laplace-Beltrami, onde as autofuncgdes
sao relacionadas a formas
automorficas.

Bilhares Caoticos

Bilhares em poligonos racionais podem
ser estudados via superficies de
translacéo, que por sua vez séo
analisadas usando o fluxo de
Teichmiiller. A dindmica deste fluxo
esta intimamente relacionada a teoria
de formas automorficas.



Generalizagoes: Funcoes Automorficas p-adicas

Numeros p-adicos Formas Modulares p-adicas Representacoes Galoisianas
Os numeros p-adicos Q_p formam um Sao generalizagdes de formas As formas modulares p-adicas estao
sistema numérico alternativo aos modulares classicas ao contexto intimamente conectadas a

nameros reais, baseado em uma p-adico. Incluem familias p-adicas de representagdes p-adicas de grupos de
nogao de "proximidade p-adica". formas modulares e formas de Siegel, Galois. Esta conexao é crucial para o
Funcdes definidas nestes campos que tém sido fundamentais em estudo de extensdes de Galois

tém propriedades analiticas distintas desenvolvimentos recentes da teoria ramificadas apenas em um conjunto
das fungdes sobre os numeros reais de numeros algébrica. finito de primos.

ou complexos.

A teoria de formas automorficas p-adicas tornou-se uma area vibrante nas ultimas décadas, especialmente apds o trabalho pioneiro
de Serre, Katz e Hida. As familias p-adicas de formas modulares fornecem um ambiente natural para estudar congruéncias entre
formas modulares e para desenvolver a teoria de deformacao de representacdes galoisianas.

Conceitos como formas p-adicas supersingulares, formas overconvergentes e os espac¢os de Fontaine-Mazur tém desempenhado
papéis importantes em avancos recentes da teoria de numeros, incluindo aspectos da reciprocidade de Langlands p-adica.



Funcoes Automorficas sobre Corpos Finitos

Formas Modulares
sobre Corpos Finitos

Estas sdo obtidas reduzindo
formas modulares classicas
modulo um primo p. O estudo
destas reducdes modulo p foi
iniciado por Serre e revela
importantes propriedades
congruenciais que nao sao

evidentes na teoria complexa.

Variedades Modulares
em Caracteristica
Positiva

As variedades modulares
(como curvas modulares)
podem ser definidas sobre
corpos finitos. Seus pontos
sobre extensodes finitas tém
interpretagcées em termos de
estruturas adicionais em
objetos algébricos como
curvas elipticas ou variedades
abelianas.

Correspondéncia de
Langlands sobre
Corpos Finitos

A versao da correspondéncia
de Langlands para corpos de
funcbes (como campos de
funcdes de curvas sobre
corpos finitos) foi
demonstrada por Drinfeld e
Lafforgue. Esta versao
estabelece correspondéncias
entre sheaves |-adicos e
representagdes automorficas.

Aplicacoes a Codigos e
Criptografia

As propriedades de curvas
modulares sobre corpos
finitos tém aplicag¢des na
construcao de cédigos
corretores de erros de alta
eficiéncia e em algoritmos
criptograficos baseados em
curvas elipticas.



Desenvolvimento Recente: Teoria de Moonshine

Monstrous Moonshine

Conexao surpreendente descoberta por
McKay e Thompson entre o maior grupo
finito simples esporadico (o grupo
Monstro) e a fungao modular J. Os
coeficientes da expansao em série de
Fourier de J estdo relacionados as
dimensdes das representacdes do grupo
Monstro.

Conexoes com Fisica Teorica

A teoria de Moonshine tem profundas
conexdes com teoria de cordas,
especialmente com teorias de cordas em
orbifolds e com certos aspectos da
correspondéncia AdS/CFT. Estas conexdes
continuam a inspirar desenvolvimentos
tanto em fisica quanto em matematica.

Vertex Operator Algebras

A prova da conjectura de Moonshine por
Borcherds utilizou a teoria de algebras de
operadores vertex, estruturas matematicas
gue surgem naturalmente em teoria de
cordas e teoria conforme de campos.

Generalizacoes de Moonshine

Apd6s o Monstrous Moonshine original,
diversas generalizagdes foram
descobertas, incluindo Mathieu Moonshine,
Umbral Moonshine e Moonshine para
grupos de Conway, cada uma revelando
novas conexodes entre grupos finitos e
formas modulares.



Conjectura de Monstrous Moonshine e sua Prova

1978: Observacao Inicial

John McKay observa que 196884 = 196883 + 1,
relacionando o segundo coeficiente da funcao J(q) =
g™(-1) + 744 + 196884q + ... com a dimenséao da
representacao nao-trivial de menor dimensao do grupo
Monstro.

1984: Construcao da "Moonshine Module"

Frenkel, Lepowsky e Meurman constroem V &, uma
algebra de operador vertex de dimensao infinita com o
grupo Monstro como grupo de automorfismos. Esta
construcao forneceu o objeto matematico conjectural
previsto por Conway e Norton.

1979: Formulacao da Conjectura

Thompson estende a observagao para coeficientes
superiores e Conway e Norton formulam a conjectura
completa de "Monstrous Moonshine", propondo a
existéncia de uma série infinita de representagdes do
grupo Monstro cujas dimensodes estao relacionadas
aos coeficientes de J.

1992: Prova por Borcherds

Richard Borcherds prova a conjectura de Monstrous
Moonshine, usando uma combinac¢ao de teoria de
algebra de operador vertex, teoria de reticulados e
formas automorficas generalizadas que ele chamou de
"formas automorficas infinito-dimensionais”. Este
trabalho Ihe rendeu a Medalha Fields em 1998.



Casos Especiais de Funcoes Automorficas
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Formas Maass

Descobertas por Hans Maass em 1949, estas sao fungdes
automorficas que nao sao holomorfas, mas sao
autofungdes do operador de Laplace-Beltrami. Elas
formam o complemento nao-holomorfo a teoria classica
de formas modulares e desempenham um papel
importante na teoria espectral.

Formas Vetoriais

Generalizacdes vetoriais de formas modulares, incluindo
formas de Siegel e formas de Hilbert. Ao invés de valores
escalares, estas formas assumem valores em espagos
vetoriais, com leis de transformacao
correspondentemente mais complexas.

175 Formas de Meio Peso

Formas modulares de peso meio inteiro, como a funcéao
teta de Jacobi. Estas formas tém propriedades de
transformacao mais complicadas, envolvendo um "fator
de multiplicacao" dependente de um carater. A teoria foi
desenvolvida por Shimura e esta relacionada a formas
quadraticas e representacdes de inteiros como somas de
quadrados.

Formas Harmonicas Cubicas

Utilizadas por Bhargava em sua revolucionaria teoria de
campos de composic¢ao. Estas formas tém conexdes
surpreendentes com a teoria algébrica dos numeros e
com a contagem de extensdes de campos numéricos
com grupo de Galois prescrito.



Funcoes A e j e suas Propriedades

Funcdo Lambda (A Funcaoj

A funcao A de Klein é uma fungdao modular de nivel 2 que A funcao j é a funcao modular principal para o grupo modular
mapeia o semiplano superior complexo para o plano complexo completo SL(2,2). Ela gera o corpo de fungdes modulares e tem
menos os pontos 0 e 1. Tem a propriedade notavel de que A(T) a propriedade de que j(T,) = j(T,) se e somente se T, e T, S30
representa o parametro na forma de Legendre de uma curva relacionados por uma transformagao modular.

eliptica com periodo T. B o
A expansdo de Fourier j(T) = q' + 744 + 1968849 + ... tem

Suas propriedades de transformacao sdo: A(-1/1) =1-A(1) e coeficientes que estao misteriosamente relacionados as
A(t+1) = A(t)/(A(7)-1), refletindo a estrutura do grupo modular dimensdes das representacdes do grupo Monstro, fenémeno
r(2). conhecido como Monstrous Moonshine.

Estas funcbes sdo fundamentais na teoria dos nimeros algébrica, especialmente no estudo de curvas elipticas. O valor j(T) classifica
o isomorfismo de curvas elipticas complexas, enquanto os valores singulares j(T) para T em campos quadraticos imagindrios geram

extensdes abelianas desses campos, um resultado central na teoria de multiplicagdo complexa.



Problemas Abertos em Teoria de Funcoes
Automorficas
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Hipotese de
Riemann
Generalizada

A conjectura de que
todos os zeros nao-
triviais das funcdes L
automorficas estao na
linha critica. Esta
generalizacao da
Hipotese de Riemann
classica permanece
um dos problemas
mais profundos da
matematica.

Programa de
Langlands
Completo

A demonstracao
completa das
conjecturas de
Langlands para todos
0S grupos redutivos e
todos os corpos de
nameros. Apenas
casos especiais foram
provados, apesar de
progressos
substanciais nas
ultimas décadas.

-|||||- Formas de Maass

e Teoria Espectral

Questdes sobre a
existéncia, distribuicao
e propriedades
aritméticas dos
autovalores e
autofungdes do
operador de Laplace
em superficies
hiperbdlicas,
particularmente para
grupos aritméticos.

Teoria de
Moonshine alem
do Monstro

Compreender
completamente as
diversas
generalizagdes da
correspondéncia de
Moonshine, incluindo
Mathieu Moonshine,
Umbral Moonshine e
suas conexdes com
fisica tedrica e
geometria.



Direcoes para Pesquisas Futuras

Teoria de Moonshine Quantica

Explorar as conexdes entre a teoria de Moonshine e sistemas quanticos, incluindo holografia quantica e teoria de
informacgao quantica. Esta area promete revelar novas conexdes entre matematica e fisica fundamental.

Aspectos Computacionais Avancados

Desenvolver algoritmos mais eficientes para calculos com formas automorficas em alta precisao e dimensodes

superiores. A computagao quantica pode oferecer novas abordagens para problemas computacionalmente intensivos
nesta area.

Conexoes com Inteligéncia Artificial

Aplicar técnicas de aprendizado de maquina para descobrir padroes em dados relacionados a formas modulares,
potencialmente revelando relacdes matematicas que seriam dificeis de detectar por métodos convencionais.

Extensoes Nao-Archimedanas

Desenvolver a teoria de fungdes automorficas sobre corpos ndao-arquimedianos mais gerais, incluindo extensoes de
campos p-adicos e campos de funcdes em caracteristica positiva, com aplicacdes em teoria de cédigos e geometria
aritmética.



Metodos de Aproximagao Numerica para Funcoes
Automorficas
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A computacao eficiente de valores e coeficientes de fungdes automorficas apresenta desafios significativos devido a natureza
transcendental destas fungdes. Métodos numéricos avangados sao necessarios para obter aproximagdes precisas que possam ser
utilizadas em investigacdes tedricas e aplicagdes.

O grafico acima compara a convergéncia de trés métodos principais: séries de Fourier truncadas (Método A), métodos de colocagéao
usando fungdes base bem escolhidas (Método B), e métodos baseados em propriedades de transformagao modular (Método C).
Observe como o Método B apresenta convergéncia significativamente mais rapida, especialmente nas iteragdes posteriores.



Ferramentas Computacionais Disponivels para
Pesquisa

==
=

Infraestrutura de Computacao

Clusters de computacgao de alto desempenho sao
essenciais para calculos extensivos com formas
modulares, especialmente para computacao de
expansoes de Fourier em alta precisdo ou para grandes

quantidades de formas em espacos de dimensao elevada.

Bases de Dados

Recursos como LMFDB (L-functions and Modular Forms
Database) e FindStat (para padroes estatisticos em
objetos combinatérios) fornecem acesso a vastas
colecdes de dados pré-computados, facilitando a busca
por padroes e testes de conjecturas.

P’ Bibliotecas Especializadas

Além dos sistemas completos de algebra computacional,
bibliotecas como MFTRACE (para tragado de valores de
formas modulares), modforms (para SageMath) e CMF
(Cohomological Modular Forms) fornecem
funcionalidades especificas para pesquisadores na area.

Plataformas Colaborativas

Ambientes como CoCalc, Jupyter e plataformas de
computacao em nuvem possibilitam a colaboragao em
tempo real entre pesquisadores geograficamente
dispersos, um aspecto cada vez mais importante na
pesquisa matematica moderna.



Bibliotecas e Pacotes de Software Recomendados

Nome do Software Funcionalidades Principais Plataformas Suportadas

ModForms (SageMath) Calculo com espacgos de formas Linux, macOS, Windows
modulares, operadores de Hecke,
expansoes q

PARI/GP ModularForms Fungdes otimizadas para teoria de Linux, macOS, Windows
numeros e formas modulares

Magma ModularForms Bibliotecas abrangentes para formas Linux, macOS, Windows
automorficas

KFarey Visualizagéo de tesselacdes Linux, Windows
hiperbdlicas e dominios fundamentais

mpmath Aritmética de precisao arbitraria para Multiplataforma (Python)
calculos numéricos

FunDomain Calculo de dominios fundamentais para Linux, macOS
grupos fuchsianos

LFunctionDB Acesso a base de dados de funcdes L e Interface web
formas modulares

Esta tabela apresenta alguns dos principais pacotes de software utilizados na pesquisa em fung¢des automoérficas. A escolha do
software depende da natureza especifica do problema, das necessidades de precisao e das preferéncias do pesquisador quanto a
interface e linguagem de programacao.



Recursos Bibliograficos Essenciais

Automorphic Functions

N Byerhe AW =RG (- 0=- M Z{=R

i
N fiel v

g, ) i (g — )

r( e vl i dag — K

MyooMy= (-l +(§_@-M — B My i (Hy 13

o 005 My ¢ e )(--VJ
O T A =R
I = 0, D[!" = )

By s R "; = 4 2~ 2 Hy L) 4 2) + Ry =

Bo = I« 104, = Wi §, = Rs = Myl = Ie [s)

) e A
B— -I(O[T;H 1y I 0=o-m= Im e 3
i

B, - Hyly = 1054 @by — of - 1) = Hally~ & Duf = Hly, *
= B, - = € [N = Ve My = I3 = il - s — ' 1)
By = K- K- 100, witi - 100 — Jy- F—100,

e by bhhd LRI AALS Say

Ly = de; Ay (A1) (=

Vy = - Fyr BN = Ky o) = B0 = Myt = | il 2}

Jui

blw) | L%

;w—ft.~f4')1-TJ""——“ln>"“ iy +) 15 = ()
Nin

w

LM W
L
T

»
= ;»in,“-r[—r"“” o7 #:4)
% T A

i

') (2|
= By (=2 gy B s 2y = r
it (:- " mJ

AL N, 7
g -;[L)”:ﬁnl[—}-mn,—ﬂ,;;_';
A L Ry

U3

3 W LA
n- i, 4.,47[.5,;“7,“. s hy
3 lact=1i gy » .,.;m} 3

3
Bea— My~ My ;16 2 (105,19 2) =

10 = K2 = 3lty = dy 15 20) - 100) <),

e louibo jwe dawii

Textos Classicos

Obras fundamentais que estabeleceram a teoria, incluindo "Lectures on the
Theory of Automorphic Functions" de Fricke e Klein, "Modular Forms" de
Serge Lang e "Elliptic Functions" de Chandrasekharan. Estes trabalhos,
embora antigos, contém insights valiosos e abordagens que permanecem
relevantes.

Textos Modernos

"A First Course in Modular Forms" de Diamond e Shurman é uma excelente
introducdo acessivel. Para tratamentos mais avangados, "Automorphic
Forms and Representations” de Bump e "Automorphic Forms on GL(2)" de
Jacquet e Langlands sao referéncias essenciais. Estes textos incorporam
desenvolvimentos recentes na notagao e abordagem.

Artigos de Referéncia

Artigos seminais incluem o trabalho de Langlands "Problems in the Theory
of Automorphic Forms", o artigo de Conway e Norton sobre Monstrous
Moonshine, e os trabalhos de Wiles e Taylor sobre modularidade de curvas
elipticas. Conferéncias do ICM e publicagdes em Inventiones
Mathematicae frequentemente contém avangos importantes.



Grupos de Pesquisa e Colaboracoes Internacionais

Centros de Exceléncia

Instituicbes como o Instituto
Max Planck de Matematica
(Alemanha), o IHES (Franga), o
MSRI (EUA) e o IMPA (Brasil)
sao centros de referéncia para
pesquisa em funcdes
automorficas e teoria de
numeros. Estes institutos
frequentemente organizam
programas tematicos e ano
sabaticos dedicados a
aspectos especificos da
teoria.

Grupos de Colaboracao

Iniciativas como o "Simons
Collaboration on Arithmetic
Geometry, Number Theory, and
Computation” e "EPSRC
Automorphic Forms Network"
reunem pesquisadores de
multiplas instituicdes para
trabalhar em problemas
especificos relacionados a
formas automérficas.

Redes Internacionais

Programas como o "Research
in Pairs" no Oberwolfach e
iniciativas similares no CIRM
(Francga) e BIRS (Canadad)
facilitam colaboracdes
intensivas de curta duracgao.
Redes virtuais como o
seminario "Number Theory
Web" conectam pesquisadores
globalmente.
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Formacao de Jovens
Pesquisadores

Escolas de verdao como a
"Arizona Winter School", "MSRI
Summer School" e "Park City
Mathematics Institute”
desempenham papel crucial
na formacao da proxima
geracgao de especialistas em
fungdes automorficas.



Conferéencias e Workshops Tematicos

As conferéncias e workshops dedicados a funcdes automorficas e areas relacionadas sao eventos cruciais para o progresso da

pesquisa. Eventos como o "Automorphic Forms Workshop" anual, a conferéncia "L-Functions and Automorphic Forms" (LFAF), o
workshop "Automorphic Forms, Shimura Varieties, and L-functions” e encontros especializados em institutos como o MSRI oferecem
oportunidades inestimaveis para apresentagao de novos resultados, discussao de problemas abertos e formacao de colaboracdes.

Muitas destas conferéncias publicam proceedings que servem como importantes recursos bibliograficos, documentando o estado da
arte da pesquisa. Nos ultimos anos, tem havido um aumento nos eventos hibridos e online, ampliando o acesso global a estas
discussoes especializadas.



Oportunidades para Estudantes e Jovens
Pesquisadores

Programas de
Graduacao

Estudantes de graduacao
interessados em funcdes
automoérficas podem comecar
com programas de iniciagao
cientifica em teoria dos
nuameros ou analise complexa.
Programas como o "Research
Experiences for
Undergraduates" (REU) nos
EUA e programas similares em
outros paises oferecem
experiéncias intensivas de
pesquisa introdutoria.

Programas de Pos-
Graduacao

Instituicdes com forte tradi¢ao
em teoria dos numeros e
fungdes automorficas incluem
Princeton, Harvard, Oxford,
Paris, Bonn e USP. Bolsas
especificas como as do
Instituto Clay Mathematics e
da NSF (EUA) oferecem
suporte financeiro para
estudantes nessas areas.

Pos-Doutorado

Posicdes pos-doutorais em
institutos como MSRI, IAS,
IHES, Max Planck e IMPA
oferecem ambientes ideais
para jovens pesquisadores
desenvolverem trabalho
independente. Programas
como "AIM SQuaREs" e
"SLMath Research
Communities" apoiam
colaboracdes em estagio
inicial.

Desenvolvimento de
Carreira

Concursos como o "SASTRA
Ramanujan Prize" e programas
como "Young Researchers in
Mathematics" destacam o
trabalho de pesquisadores em
inicio de carreira. Mentorias
formais e informais dentro da
comunidade matematica sao
cruciais para o
desenvolvimento profissional.



Conclusao: A Beleza e Importancia das Funcoes
Automorficas

Unificacao Matematica

w Ponte entre diversas areas matematicas
Ferramentas Poderosas
2
Resolucao de problemas classicos
o Inspiracao Continua
\
Novas direcdes de pesquisa
Beleza Intrinseca
4

Harmonia entre forma e estrutura

As fung¢des automorficas representam um dos mais belos capitulos da matematica moderna, onde a elegancia estética se une ao
poder explicativo. Sua teoria conecta areas aparentemente distintas como geometria hiperbdlica, analise complexa, teoria de grupos e
teoria dos numeros, revelando uma harmonia profunda na estrutura matematica.

0 estudo destas fungdes continua a inspirar novas geracdes de matematicos, levando a avangos surpreendentes e abrindo novas
avenidas de investigacao. Seja na resolucao de problemas classicos ou na descoberta de conexdes inesperadas com a fisica teorica,
as fungdes automorficas permanecem no coragao da matematica contemporanea.



Agradecimentos e Referéncias

Agradecimentos Referéncias Principais

Agradeco aos colegas do Departamento de Matematica da USP 1. Diamond, F. & Shurman, J. (2005). A First Course in Modular

pelo constante apoio e discussdes estimulantes que Forms. Springer-Verlag.

contribuiram para o desenvolvimento deste trabalho. 2. Iwaniec, H. (2002). Spectral Methods of Automorphic Forms.

Gratidao especial aos professores visitantes que AL
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novas perspectivas. 4. Bump, D. (1997). Automorphic Forms and Representations.
Cambridge.

0 apoio financeiro da FAPESP, CNPq e CAPES foi fundamental
para a realizaco das pesquisas apresentadas. 5. Miyake, T. (1989). Modular Forms. Springer-Verlag.

Uma lista completa de referéncias, incluindo artigos de pesquisa especificos e recursos online, esta disponivel no site do projeto:
www.ime.usp.br/~automorficas. Também recomendamos o repositério de artigos ArXiv, categoria math.NT, para acesso as
publicacdes mais recentes na area.



Perguntas e Discussao
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Envie suas perguntas Discussao aberta Contato posterior

Utilize o formulario online ou o Apds as perguntas iniciais, abriremos Questdes adicionais podem ser
aplicativo da conferéncia para enviar para discussao geral sobre os temas enviadas por email. Respostas serao
perguntas durante a sessao. apresentados. compartilhadas com todos os

participantes.

Agradeco sua atencgao durante esta apresentacao sobre fun¢des automorficas. O campo continua vibrante e repleto de questdes
fascinantes que aguardam novas geragcoes de matematicos. Estou a disposicao para esclarecer duvidas, discutir aspectos
especificos ou considerar possiveis colaboracdes em pesquisas futuras.

Para aqueles interessados em aprofundar seus estudos, recomendo os recursos mencionados anteriormente e estou disponivel para
sugerir caminhos de estudo personalizados de acordo com seus interesses especificos dentro deste vasto campo.



Sobre a Obra

Este conteudo foi desenvolvido com o auxilio de Inteligéncia Artificial, passando por um rigoroso processo de edicao e revisao
humana para garantir maxima qualidade e precisao das informagdes apresentadas.

A ideia é proporcionar aqueles que buscam conhecimento através de um resumo claro e objetivo sobre o tema, contudo, a nossa
visao podera divergir e até mesmo se opor a obra especificada. De qualquer modo, a nossa missao é despertar o interesse no
aprofundamento sobre tal tema e a busca por recursos complementares noutras obras pertinentes.

As imagens utilizadas sao exclusivamente ilustrativas, selecionadas com propdsito didatico, e seus direitos autorais pertencem aos
respectivos proprietarios. As imagens podem nao representar fielmente os personagens, eventos ou situagdes descritas.

Este material pode ser livremente reinterpretado, integral ou parcialmente, desde que citada a fonte e mantida a referéncia ao Canal.
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